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Mut dem Wiedererscheinen der deutschen wissenschaftlichen Zeitschriften 

nach etwa dreijähriger Unterbrechung schließt sich eine Liicke, die in der 
deutschen Wissenschaft schwer empfunden worden ist. Die wissenschaft- 
liche Arbeit ist zu einem nicht unbeträchtlichen Ausmaße Gemeinschafts- 
arbeit, zu deren Durchführung die wissenschaftliche Zeitschrift unerläßlich 
ist. Auch hat die Wissenschaft, insbesondere die Naturwissenschaft, einen - 
übernationalen Charakter, zu dessen Pflege sie gewisser Organe bedarf, 
die über die Landesgrenzen hinausreichen. Die Brücken, die die Wissen- 
schaft in früheren Jahrzehnten über die Landesgrenzen geschlagen hat, 
sind durch den Beginn des zweiten Weltkrieges zerstört worden, nach seiner 
Beendigung aber noch nicht wieder hergestellt. Hier neu zu bauen ist 
eine der schönsten Aufgaben jedes wissenschafilichen Publikationsorgans. 
- Die „Annalen der Physik‘, die älteste deutsche physikalische Zeit- 
schrift (gegründet 1799), haben von der Sowjetischen Militäradministration 
die Genehmigung erhalten, vom 1. August 1946 ab neu zu erscheinen. Wir 
freuen uns über die erteilte Lizenz und versprechen, die ‚Annalen der 
Physik zum Nutzen der deutschen Wissenschaft und im Sinne der 
Humanität und Völkerverständigung zu leiten. 

Mit dem hierdurch® der Öffentlichkeit “übergebenen Heft beginnt eine 
neue Folge der ,,Annalen der Physik‘‘, die sechste in ihrer Geschichte. Wir 
wünschen damit zum Ausdruck zu bringen, daß die veränderten Verhältnisse 

~ in ökonomischer und politischer Beziehung, wie sie durch den Ausgang 
des’ zweiten Weltkrieges hervorgerufen sind, unmöglich spurlos am wissen- 
schaftlichen Publikationswesen vorübergehen können. Allein schon die 
bittere Armut des deutschen Volkes, mit der wir uns abzufinden haben, 
wird uns 2wingen, das zur Verfügung gestellte Publikationsvolumen zweck- 
mäßig und verständig auszunutzen. Auch haben wir uns den Anordnungen 
der alliierten Behörden, insbesondere was das Verbot einzelner Zweige 
unserer Wissenschaft betrifft, widerspruchslos zu fügen. : 

Ann. Physik, 6. Folge, Bd. 1 : 1 
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Daher werden wir zwangsläufig ein schärferes Prüfungsverfahren für 
die eingereichten Manuskripte durchzuführen haben. Diese Prüfung wird ° 
sich auch auf die Frage erstrecken, ob das Manuskript im Rahmen des 
Mitzuteilenden die heute absolut notwendige kürzeste Form erhalten hat, 
und wir bitten alle Autoren, bei der Abfassung von Manuskripten gerade 
diesen Punkt besonders zu beachten. Im Zweifelsfalle steht zur Entscheidung 
dieser Frage ein beträchtlich erweitertes Kuratorium zur Verfügung, dessen 
Mitglieder auf der Titelseite verzeichnet sind. Kurze Originalmitteilungen 
wollen wir dadurch bevorzugen, daß wir sie beschleunigt zum Druck geben. 
Auch werden wir alles daransetzen, um einen schnellen Druck aller ein- 
gehenden geeigneten Manuskripte zu gewährleisten. Wir hoffen, gerade 
damit den Wünschen unserer Autoren entgegenzukommen. 


Trotz der notwendigen Beschränkungen glauben wir, daß die „Annalen 
der Physik‘ in der alten bewährten Weise fortgeführt werden können, und 
wir bitten alle unsere Freunde um Verständnis für diejenigen Änderungen, 
die sich als notwendig erweisen. Nicht geändert haben sich die wissenschaft- ' 
lichen Ideale, denen die ‚Annalen der Physik“ früher gedient haben. Für 


sie wollen wir auch unter den geänderten Umständen weiter arbeiten. 


Die Herausgeber und der Verlag 


E. Grüneisen, Marburg Dr. phil. h. c. Dr. med. h.c. A. Meiner 
F. Möglich, Berlin Inhaber der Firma 
M. Planck, Göttingen “ Johann Ambrosius Barth, Leipzig 
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Die Temperaturabhangigkeit des Widerstandes 
von Halbleitern*) 


Von J. H. Gisolf 
(Mit 13 Abbildungen) 


Inhaltsiibersicht 


Das Wilson-Guddensche Modell des Stérstellenhalbleiters ist bisher aus- 
schließlich angewandt worden unter der Annahme, daß es beim absoluten Null- 
punkt der Temperatur weder Leitungselektronen noch Leitungslöcher gibt. Es 
wird in dieser Arbeit die Annahme gemacht, daß die durch die stöchiometrischen 
Abweichungen bedingten Störstellen in der Regel Elektronenspender sind, deren 
Energieniveau oberhalb des unteren Randes des Leitungsbandes liegt, oder Elek- 
tronenfänger sind, deren Energieniveau unterhalb des oberen Randes des höch- 
sten vollen Bandes liegt. Es wird gezeigt, daß diese Spender bzw. Fänger prak- 
tisch immer vollständig ionisiert sind. Dadurch ist der Energiewert dieser Niveaus 
für die Erscheinungen vollkommen gleichgültig. Es werden Formeln hergeleitet 
für den Fall, daß neben diesen thermisch inaktiven Spendern oder Fängern auch ' 
thermisch aktive Spender oder Fänger vorhanden sind, so wie sie bisher ausschließ- 
lich in Betracht gezogen worden sind. Anstatt der linearen Beziehung zwischen 
logo und 1/7’ findet man jetzt einen komplizierten Verlauf, der in vielen Fällen 
die vielgestaltigen ‚Beobachtungen wiederzugeben vermag. 

Zur Erklärung der Meyerschen Regel wird angenommen, daß sich unterhalb 
des Leitungsbandes des Halbleiters ein Kontinuum von Haftstellen anschließt. 
Die elektronenspendenden Störstellen liegen, wie gesagt, als Regel oberhalb des 
tnteren Randes des Leitungsbandes und sind völlig dissoziiert. 

Damit die Meyersche Regel gilt, muß die Dichte des Haftstellenspektrums 
so groß sein, daß das thermische Potential g der Elektronen praktisch temperatur- 
unabhängig ist. In diesem Fall hat die Meyersche Gerade die Neigung k T. Es 
zeigt sich, daß dieser Wert eine ausgezeichnete Annäherung darstellt. Die. beob- 
achteten Werte sind größer als k 7’. ri 

Der Koeffizient a in der Leitfähigkeitsformel: o = a exp— e/k T soll in diesem 
Fall gleich we (27 m k T'/R?)’: sein. Setzt man die Zahlenwerte ein, so bekommt; 
man für 7’ — Raumtemperatur: a= 4,lu. Diese Beziehung ist qualitativ und 
größenordnungsmäßig in Übereinstimmung mit den vorliegenden Beobachtungen. 

Die abweichenden Neigungen der Meyerschen Geraden lassen sich formell 
immer auf eine Beziehung zwischen der Beweglichkeit w und der Leitfähigkeit o 
der Form u=Ao-* zurückführen. Für ein homogenes Haftstellenspektrum 

*) Publiziert mit Genehmigung der Niederländischen Militärmission beim Alliierten 
Kontrollrat in Deutschland. 
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würde aus der Gültigkeit der Meyerschen Regel folgen, daß 

u = C, exp— C, N, (C, >0), 
wenn die Neigung der Geraden >kT ist. Qualitativ gibt diese Formel-die Tatsachen 
richtig wieder. Das Beobachtungsmaterial gestattet keinen genauen Vergleich. 

Das Modell, das der Erklärung der Meyerschen Regel zugrunde gelegt ist, macht 
es verständlich, wie sich durch relativ geringfügige Änderung der Zusammensetzung 
die Leitfähigkeit um mehrere Zehnerpotenzen ändern kann. Ob eine Verbindung 
einen positiven oder einen negativen Temperaturkoeffizient der Leitfähigkeit hat, — 
hängt von der Differenz der Haftstellen- und der Störstellenkonzentration ab. ? 
Für/das typische Halbleiterverhalten muß die Haftstellenkonzentration größer 
als die Konzentration der stöchiometrisch bedingten Störstellen sein. 

Die stöchiometrischen Abweichungen, die in den Verbindungen auftreten , 
können, unterscheiden sich für die verschiedensten Verbindungen um mehrere 
Zehnerpotenzen. Besonders groß sind sie bei den mehrwertigen Metalloxyden, 
-sulfiden und -seleniden. Diese Stoffe zeigen eine „metallische“ Leitfähigkeit, 
sofern nicht durch besondere Umstände die Haftstellenkonzentration, die bei 
diesen Stoffen anscheinend fast immer kleiner als die Störstellenkonzentration 
ist, genügend groß wird, um den Temperaturkoeffizient der Leitfähigkeit positiv 
machen zu können. Anscheinend tritt dies ein bei dünnen Schichten (von PbS ‘J 
und PbSe), die durch Aufdampfen oder durch Verspiegelung hergestellt sind. 

Die von Hinterberger an derartigen Schichten beobachtete Temperatur- 
abhängigkeit der Leitfähigkeit ist in guter Übereinstimmung‘ mit den obenstehen- 
den Betrachtungen. 


Einleitung 


In dieser Arbeit wird versucht, durch Anwendung und Weiterführung des 
sogenannten Wilsonschen Halbleitermodells eine Zahl von bisher noc? undurch- 
sichtigen Eigenschaften der Halbleiter zu erklären. 

Der grundlegende Gedanke Wilsons, daß die Tisstungsilalibediaen derjenigen 
Halbleiter, deren Leitfahigkeit einen positiven Temperaturkoeffizienten bat, durch 
eine thermische Dissoziation erzeugt werden, gewann erst Lebensfähigkeit, nach- | 
dem sie durch eine neue Hypothese, die'von Gudden stammt, ergänzt wurde. 
Gudden!) betonte um erstenmal die große Bedeutung der Gitterfehlstellen als 


pender oder Fänger von Elektronen. Die Erfahrungstatsachen zwingen den ® 


anken auf, daß die Elektronenspender oder Fänger mit Abweichungen der 
idealen chemischen Zusammensetzung zu tun baben, und zwar derart, daß Elek- 
tronenspender auftreten, wenn das Verhältnis von Metall zu Metalloid größer ist, 
als man es auf Grund der idealen Formel erwarten würde, und daß Elektronen- 
fänger auftreten, wenn das Gegenteil der Fall ist. Im letzten Fall tritt Defektleitung - 
— auch Löcherleitung genannt — auf, wie aus dem Halleffekt und dem Vor- ? 
zeichen der Thermospahnung hervorgeht. Obschon es als gesichert betrachtet ® 
“ werden kann, daß die stöchiometrischen Abweichungen mit dem Auftreten von 
Elektronenspendern oder Fängern verknüpft sind, führt die naheliegende Hypo- 
these, daß die thermische Dissoziierung dieser Spender bzw. Fänger maßgebend 
sei für die beobachtete Temperaturabhängigkeit der Leitfähigkeit,’ zu großen 
Schwierigkeiten. 

2) B.Gudden, Ergebn. d. exakt. Naturwiss. 18 (1934). 
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Gieolj: Die Temperaturabhingigkeit des Widerstandes von Halbleitern . 


A. Die thermische Dissoziation der Elektronenspender und -fänger 
) 


1. Schwierigkeiten, die dem Wilson-Guddenschen Halbleitermodell anhaften 


Wenn die Energie, die man braucht, um ein Elektton von einem Spender zu 
lösen, gleich &eV ist und wenn die Konzentration der Spender gleich N, cm-* 
ist, so wird die Konzentration der „freien“ oder Leitungselektronen n,, falls die 
_ mittlere Energie der Wärmebewegung ein Mehrfaches größer ist als k 7’, gegeben 
durch die Formel: 

=YN,N, N ‚exp —e2kT, 
worin: 
= (2a m,k = 2,57 - 1010 (T/300)’: fiir m, = m. 


Hierin bedeuten: 


T = absolute Temperatur; 

k = Boltzmann-Konstante = 8,63 - 105 eV; 

h =: Konstante von Planck = 6,55 - 10"% erg sek; 
m, = effektive Masse eines Leitungselektrons; 

m = normale Elektronenmasse = 9,02 + 10% g; 
N, = statistisches Gewicht des Leitungszustandes. 


Von der Ableitung und der Bedeutung dieser Formel wird im folgenden noch 
die Rede sein. 


Wenn man annimmt, daß die Elektronenbeweglichkeit unabhängig von der 
Temperatur ist, und wenn man von der geringen Temperaturabhängigkeit von N, 
absieht, so geht aus Formel (1) eine lineare Abhängigkeit zwischen dem Logarith- 
mus der Leitfähigkeit und der reziproken Temperatur hervor. Diese lineare Ab- 
hängigkeit ist in vielen Fällen experimentell bestätigt worden. Sehr oft findet 
man jedoch auch einen ganz anderen Temperaturgang der Leitfähigkeit. Viele 
Halbleiter haben einen mit steigender Temperatur zunehmenden Widerstand so 
wie die Metalle. Gelegentlich findet man Widerstands-Temperaturkurven, die ein 
Maximum des Widerstandes bei einer bestimmten Temperatur aufweisen. Es 
kommen auch Fälle vor, bei denen der Widerstand durch ein Minimum geht, 
und es gibt Fälle, bei denen die eee ein Maximum 
und ein Minimum aufweist. 


Auch wenn die exponentielle Abhängigkeit (1) experimentell gefunden wird, 
zeigt sich meistens, daß die „Ablöseenergie“ e für verschiedene Muster der 
gleichen Verbindung keine Konstante ist, sondern offenbar von der Konzen- 
tration der Störstellen abhängt, und zwar derart, daß « abnimmt mit zunehmender 
Leitfähigkeit. W. Meyer*)*)*)5)*) fand die merkwürdige Regel, daß, wenn man 
‘ die Aktivierungsenergie der verschiedensten Halbleiter gegen den Logarithmus 
der Leitfähigkeit bei einer festen Temperatur aufträgt, die aufgetragenen Punkte, 
sei es auch mit einer gewissen Streuung, auf einer geraden Linie liegen. 


2) W. Meyer, Z. Physik 85 (1933) 278. * 


8) W. Meyer, Z. techn. Physik 16 (1935) 356. 

4) W.Meyer, Techn.-wiss. Abhandl. Osram-Konzern 4 (1936) 94. 
5) W.Meyer u. H.Neldel, Z. techn. Physik 18 (1937) 588. 

W. Z. Elektrochem. 50 (1944) 274. 
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Zur Erklärung dieser Erscheinung nimmt Meyer an, daß 

a) die Halbleitung herrührt von im Gitter eingebauten Störstellen, von denen 
sich, unter Aufwand der Energie ¢, je ein Elektron abspalten kann; 

b) die „Ablöseenergie‘‘ ¢ abhängig von der Konzentration der Störstellen ist, 
und zwar derart, daß mit zunehmender Konzentration (also mit zunehmender ° 
Leitfähigkeit) die Ablöseenergie auf ganz bestimmte Weise abnimmt. 


Diese Erklärung hat etwas Unbefriedigendes: Erstens ist es nicht ersichtlich, 
weshalb‘die ,,Stérstellenniveaus‘‘ verschiedenster Herkunft in den verschiedensten 
Kristallgittern in so vielen Fällen einen Abstand zum Leitungsband haben, der 
zwischen 0 und etwa 0,5 eV liegt, und zweitens ist es ebensowenig ersichtlich, 
weshalb ihre gegenseitige Beeinflussung eine so einfache und universelle Gesetz- 
mäßigkeit befolgt, wie sie die Meyersche Regel zeigt. 

Auch J. H. de Boer’) hat eine Erklärung dieser Erscheinung vorgeschlagen. 
De Boer nimmt an, daß es im Halbleiter eine Korrelation gibt zwischen der 
Energie eines Störatoms (allgemein: ‚„‚Störstelle‘“) im Gitter und der Elektronen- 
Ablöseenergie ¢ dieser Störstelle, und zwar derart, daß die energieärmsten Stör- 
stellen immer die höchste Elektronen-Ablöseenergie haben sollen usw. Bei dem 
Einbau von Störstellen werden der Reihe nach zuerst die Stellen im Gitter von 
Störstellen besetzt, für die die Energie der Störstellen am geringsten ist, und 
diesen entspricht — auf Grund der oben erwähnten Korrelation — die höchste 
Abléseenergie. 

Gegen diesen Erklärungsversuch läßt sich der gleiche Einwand erheben wie 
gegen die Meyersche Regel (unter ‚erstens‘ erwähnt). Überdies ist der erwähnte 
Zusammenhang zwischen Einbauenergie der Störstelle und Ablöseenergie des 
Elektrons keineswegs klar. 

Eine weitere merkwürdige Tatsache ist, daß sich die Leitfähigkeit eines Halb- 
leiters ‚öfters durch geringfügige Änderung der Zusammensetzung, die meistens 
unterhalb der Grenze des auf chemischem Wege Nachweisbaren bleibt, um meh- 
rere (sogar bis 10) Zehnerpotenzen ändern läßt. Es ist kaum anzunehmen, daß es 
sich dabei um Konzentrationsänderungen von einem solchen Umfang handelt. 

In den folgenden Kapiteln wird versucht, mit Hilfe einiger neuer Annahmen 
zu einem besseren Verständnis der Erscheinungen zu kommen: 


2. Erste zusätzliche Hypothese 


Das Wilsonsche Halbleitermodell beruht auf der Theorie von Bloch über 
das Energiespektrum eines Elektrons im “self consisting field” eines Kristall- 
gitters. Das Spektrum besteht aus Bändern von Energiestufen. In der Theorie 
von Wilson wird angenommen, daß für einen Isolator und für einen Halbleiter 
beim absoluten Nullpunkt der Temperatur das höchste von Elektronen besetzte 
Energieband vollständig besetzt ist. Diese Annahme wird im folgenden bei- 
behalten, ‘jedoch mit der Einschränkung, daß sie nur gilt für stöchiometrisch 
reine Verbindungen. 

Die Energie eines Elektrons, das thermisch von einem Elektronenspender 
gelöst werden kann, und die Energie eines Elektrons, das von einem Elektronen- 
fänger verhaftet worden ist, gehören nicht zum Energiespektrum des Kristalls 


?) J.H.de Boer, Elektronenemissions- und Adsorptionserscheinungen. Leipzig | 
1937. S. 241. 
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und können deshalb sowohl in den erlaubten Energiezonen als in den verbotenen 
Energiezonen liegen. Es liegt bis jetzt kein Grund vor zu der Annahme, daß 
diese Energiewerte immer im beschränkten Bereich zwischen dem höchsten voll- 
besetzten und dem niedrigsten unbesetzten Energieband liegen müßten. Es wird 
jetzt die Annahme gemacht, daß als Regel wenigstens einer dieser Energiewerte 
außerhalb dieser verbotenen Zone liegt, und zwar so, daß bei Halbleitern 
mit Metallüberschuß (normale Elektronenleitung) die Spender- 
niveaus um wenigstens ein Mehrfaches von kT oberhalb des unte- 
ren Randes des Leitungsbandes liegen, und daß bei Halbleitern mit 
Metalloidüberschuß (Löcherleitung) die Elektronenfängerniveaus 
um wenigstens ein Mehrfaches von &k 7 unterhalb des oberen Randes 
des höchsten vollbesetzten Bandes liegen. 


Spender-Niveau des 
überschüssi 
Fänger-Niveau des Metalles 


überschüssigen 7777 
— Volles Band 


Fanger-Niveau des 
überschüssigen 


Spender-Niveau des Metalloides 


leeres Bond überschüssigen Metalles 


MM 


Volles Band Fanger-Niveau des 
überschüssigen Metalloides 


In Abb. 1 sind die Energieschemata gezeichnet für die Fälle, daß es in der 
Verbindung 

a) nur Überschußleitung geben kann, 

b) nur Defektleitung geben kann, 

c) amphotere Leitung gibt. 


Als Ausnahme kann es vorkommen, daß im Fall 1a die Fängerniveaus bzw. im 
Fall 1b die Spenderniveaus einen Abstand von einigen k 7’ vom unteren bzw. 
oberen Rand haben. Diese Ausnahmefälle sind u.a. durch eine Durchbrechung 
der Meyerschen Regel gekennzeichnet. IM nächsten Abschnitt wird gezeigt 
werden, daß Elektronenspender, deren Energieniveaus um ein Mehrfaches von k 7' 
oberhalb des unteren Randes des dimers an ists liegt, praktisch immer voll- 
ständig dissoziiert sind. 


3. Die thermische Dissoziierung der Elektronenspender 


Wenn es für die Elektronen verschiedene Bindungsstufen gibt mit den Energie- 
werten E,, E,,...,Z,, so werden sich im Falle des thermischen Gleichgewichts 
die zur Verfügung stehenden Elektronen nach den Gesetzen der statistischen 
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Mechanik über diese Energiestufen verteilen. Damit die Verteilung einem Gleich- } 
gewichtszustand entspreche, muß für jede der Energiestufen E, das „thermische | 
Potential‘ g,, das gegeben wird durch die Gleichung: 


= E,+ kT in {n, | (N,—n)} (3) ° 
den gleichen Wert haben, also: ei 
(4) 
„Es bedeuten in Formel (3): 
B, die Energie eines Elektrons, das an der i-ten Stufe gebunden ist; 


N, das statistische Gewicht dieses i-ten Zustandes. Wenn es sich um eine | 
Stufe des Kristallspektrums handelt, ist N, = 2, und wenn es sich um die 
Bindung an einen Elektronenspender oder -fänger handelt, ist N, gleich 
der Konzentration dieser Spender oder Fänger mit der gleichen Bindungs- 
energie E,. 


n, ist die Konzentration der Elektronen, die an der i-ten Stufe gebunden — 
sind. Wenn es sich um die Bindung an Elektronenspender handelt, ist n; 
gleich der Konzentration der noch nicht dissoziierten Spender, und wenn ‘ 
es sich um die Bindung an Fänger handelt, so ist n, gleich der Konzen- 
tration derjenigen Fänger, die bereits ein Elektron EEE haben. 

Die Gleichung (3) läßt sich umschreiben zu 


(5) 
und wenn im Falle des thermischen Gleichgewichts alle g, gleich g sind, so wird 
die Gleichgewichtsverteilung der Elektronen gegeben durch: 


n,=N,/{1+ exp(Z,—g)/kT}. (6) 
Das thermische Potential läßt sich eliminieren durch die selbstverständliche Be-’ 


„ ziehung: 
. (7) 


wobei n die Gesamtkonzentration der Elektronen ist. Aus Formel (6) ist ersicht- 
lich, daß für alle Energiestufen, für die (Z,—g)/k T >1 ist, die Besatzungszahl 
n, praktisch verschwindet, so daß diese Stufen bei der Addierung 7 außer Betracht’ 
gelassen werden können. Ist jedoch (E,—g)/k T < 1, so ist praktisch n, = N,, 
d.h. die Stufe ist voll besetzt. In diesem Fall kann man jedoch in der Addierung 7 
die entsprechenden Glieder links und rechts gegeneinander streichen. Es inter- 
- essieren also nur die Stufen, die teilweise von Elektronen besetzt sind. Bei der‘ 
Überlegung, welche Energiestufen in Betracht gezogen werden müssen, kann man 
für g einen ungefähren Wert benutzen, den man bekommt durch die Erwägung, 
daß für 7’ = 0 die ‘Grenze- zwischen den besetzten und den unbesetzten Niveaus 
gleich g ist, wie aus Formel (6) abzulesen ist. In dem Falle, daß es nur Elektronen- | 
spenderniveaus oberhalb des unteren Randes des Leitungsbandes gibt, liegt g 
‘fir 7’= 0 auch oberhalb des unteren Randes des Leitungsbandes, und in diesem 
Falle gehen in die Addierung nur die von den Spendern abgelösten und noch 
“ ablösbaren Elektronen ein, wenn die Energielücke zwischen ‘dem vollen Band und 
dem Leitungsband größer als einige Zehntel eV ist. 

Wenn die Konzentration der Elektronenspender N, beträgt, so gibt es N, Elek- 
tronen, die über die Spenderniveaus und die Stufen “des Leitungsbandes verteilt: 
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sind. Die Konzentration der an den Spendern gebundenen Elektronen ist gemäß 
Formel (6) gleich: n, = N,/{ exp g)/k (8). 


und die Konzentration der Elektronen, die an eine gewisse Stufe E des Leitungs- 
bandes gebunden sind, ist gleich: 


n,(B)=2/{1+ exp(E—g)/kT}. (9) 


Wenn die Zahl der Stufen mit Energiewerten zwischen E und E + dE im Lei- 
tungsband gleich D(E)dE ist, so ergibt Formel (7): 


N,|{1+ exp + exp . (10) 
Nun gilt fiir den unteren Bandrand in-etster Näherung®):- 


DIE) = (11) 


wo m, die „effektive“ Masse der Leitungselektronen bedeutet. Wenn man den 
Ausdruck (11) in (10) substituiert, bekommt man 

I g/kT) = — 12 

1 +exp(£,—g)/kT’ ) 


(gk = [ Vrdz/{1+ exp (x—g)kT} (13) 


und 


z=Ej/kT. (14). 


Die Funktion J (g/k T)) ist numerisch berechnet worden und ist in Abb. 2 graphisch 
dargestellt. Der untere Rand des Leitungsbandes ist als Nullpunkt der Energie- 
skala angenommen. Die Gleichungen (12) und (13) ergeben das thermische Poten- 
tial g als Funktion von N,, E, und T. 


Die Lösung geschieht am einfachsten graphisch, indem man die rechte Seite 


von der Gleichung (12) gegen g/k 7’ aufträgt bei vorgegebenem Wert von E,,N, 
_ und 7, und diese Kurve schneidet mit der Kurve, die die rechte Seite von der 
Gleichung (13) darstellt. Der g/k T-Wert des Schnittpunktes gibt den gesuchten 
Wert von g. Kennt man g, so ergibt Formel (8) den Wert von n, (d.h. die Kon- 
zenttation der undissoziierten Spender), und die Gesamtkonzentration der Elek- 
tronen im Leitungsband wird gegeben durch: 


n, = 822 m!" I (g/k T)/h® = 6,84 10% (k I(g/k (15) 
wenn m, = m ist. 
Der der Spender beträgt: 
exp (#,—9) /kT 
(V,—n,)/N, = (16) 


Hieraus liest man ab, daß der Dissoziationsgrad abnimmt bei zunehmendem 
Wert von g/k 7’ und bei konstantem Wert von HZ, und 7’. Der Einfluß der Spender- 
konzentration N, und der Spenderenergie E, auf den Dissoziationsgrad läßt sich 
nun leicht diskutieren. Die rechte Seite der Gleichung (13) nimmt monoton zu 
bei zunehmendem Wert von g/k 7’, wie aus Abb. 2 ersichtlich ist. Die rechte Seite 


8) A. arg u. H. Bethe, Elektronentheorie der Metalle. Handb. d. Physik 
XXIV/2, S. 399 u. 462. 
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der Gleichung (12) hingegen nimmt monoton ab bei zunehmendem g/k T. Quali- — 


tativ ist die Lage so, wie sie in Abb. 3 dargestellt ist. Die rechte Seite der Glei- © 


chung (12) nimmt proportional mit der Spenderkonzentration zu. Also verschiebt 
sich bei zunehmendem N, der Schnittpunkt zu größerem Werte von g/k 7’ und 
infolgedessen nimmt der Dissoziationsgrad ab bei zunehmender Konzentration 
der Spender. Eine Zunahme der Spenderenergie E, bewirkt eine Parallel- 
verschiebung der Kurve der Gleichung (12) in Richtung der größeren Werte von 
g/k T’. Auch dabei verschiebt sich der Schnittpunkt nach größeren g/k 7'-Werten. 
Aus Abb. 2 geht hervor, daß I (g/k 7) zunimmt bei zunehmendem Wert von 
g/k T, und aus der Gleichung (15) folgt dann, daß die Konzentration n, der Elek- 
tronen im Leitungsband zunimmt, und das 

bedeutet wieder, daß der Dissoziations- 
grad zunimmt bei zunehmendem E,. Der 
Einfluß der Temperatur auf den Disso- 
ziationsgrad ergibt sich sofort durch die 
Überlegung, daß beim absoluten Null- ° 
punkt der Temperatur die Gesamtenergie 
minimal sein soll, d.h. daß für ’=0 


01993 
+5 


+3 


Gl, (12) 61. (13) 


Abb. 2 Abb. 3 


der Dissoziationsgrad gleich 1 sein soll und infolgedessen bei zunehmender Tempe- 
ratur abnehmen wird. Statt einer quantitativen Diskutierung der Gleichung (12) 
werden einige numerische Beispiele genügen, um alle wesentlichen Züge des Modells 
zu überblicken. Es sei N, = 10°; diese Wahl bedeutet, daß die Abweichung der 
idealen chemischen Zusammensetzung außerordentlich groß ist (etwa 10°). 
Mittels Formel (12), (16) und Abb. 2 findet man, daß.der Dissoziationsgrad größer 
ist als 99%, wenn E, >0,10eV ist. Für N, = 10% (Abweichung der Stöchio- 
metrie etwa 10%) ist der Dissoziationsgrad.99% für jeden positiven Wert von E,. 


Um den Einfluß der Temperatur zu überblicken, sei die höchste Temperatur 
gewählt, mit der man in der Praxis zu rechnen haben wird. Für diese Temperatur 
kann man etwa 700° K annehmen (bei höheren Temperaturen werden meistens — 
Nebenerscheinungen auftreten). Für E,=0 und N,< 6-10" ergibt sich ein 
Dissoziationsgrad von > 50%. Eine so große Spenderkonzentration wird jedoch 
niemals auftreten können, so daß man sagen kann, daß sogar bei einer so hohen 
Temperatur wie 700° K der Dissoziationsgrad immer größer als 50% ist. 


Also kann man sagen, daß praktisch in jedem Fall, wo die Spen- 
derniveaus oberhalb des unteren Randes des Leitungsbandes liegen, 
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die Spender vollständig dissoziiert sind bei jeder in Betracht kom- 
menden Temperatur, Konzentration und energetischen Lage. 

Es werden diese Störstellen der Kürze wegen als „thermisch inaktive‘ Stör- 
. stellen bezeichnet. 

Alles was oben gesagt wurde über Spenderniveaus oberhalb des unteren Randes 
des Leitungsbandes gilt mutatis mutandis auch für Fängerniveaus unterhalb des 
oberen Randes des höchsten besetzten Bandes. 


4. Einfluß von temperaturabhängigen RR und Fängern 
auf die Leitfähigkeit 


Der Allgemeinheit der Betrachtungen wegen wird der Fall untersucht werden, 
daß es neben diesen immer völlig dissoziierten Spendern (oder Fängern) auch 
Elektronenspender gibt, deren Energieniveau unterhalb des unteren Randes des 
Leitungsbandes liegt. Die Konzentration der Leitungselektronen wird, wie immer, 
gegeben durch Gl. (15). Um explizite Formeln herleiten zu können, muß man 
die Allgemeinheit der Betrachtung etwas einschränken, und zwar derart, daß an- 
genommen wird, daß das thermische Potential g kleiner ist als die niedrigste 
Energie des Leitungsbandes, d.h. es soll n, < ~ 10” sein [s. Formel (18)]. 

Wenn exp (E—g)/k T > 1 ist, so bekommt die Funktion I (g/k T) [s. For- 
mel (13)] eine sehr einfache Gestalt. Im Nenner des Integrals J [s. Formel (14)] 
kann das Glied + 1 ee. werden und infolgedessen wird: 


I (g/k T) = expg/k T- Vz de exp—x = 1, Yrexpg/k T 


und Formel (15) ergibt: 

n, = (2m, k exp g/k T. 
In den oben benutzten Formeln für die Funktion I (g/k T') ist die niedrigste Energie- 
stufe des Leitungsbandes als Nullpunkt der Energie angenommen worden. Wenn 
man sich von dieser Wahl befreit, kann man schreiben: 

n, = (22m, k exp— (E,—g)/kT, (17) 
wo die Energiewerte und das thermische Potential auf einen willkürlichen Null- 
punkt bezogen sind. Die Energie E bedeutet die Energie des unteren Randes 
des Leitungsbandes. 

Wenn man die allgemeine Formel (6) für den Fall, daß exp (E,—g)/kT>1 
ist, vergleicht mit Formel (17), so sieht man, daß man formell das ganze Leitungs- 
band ersetzen kann durch ein einziges Niveau mit der Energie E, gleich der Energie 
des unteren Randes des en und mit dem statistischen Gewicht: 

= k [siehe Formel (2)] (18) 

= N, exp (E,—g)|kT- 

Die Fragestellung hat sich ‘dee jetzt zu der folgenden reduziert: wie wird sich 
eine gegebene Zahl von Elektronen (Konzentration n) im Falle des thermischen 
Gleichgewichts über zwei Energiestufen mit den statistischen Gewichten N, und 
N, und mit den Energiewerten E, und E, (wobei der erste der größere ist) verteilen ? 
Dieses Problem läßt sich nach dem allgemeinen Verfahren des Abschnitts 3, 
Gleichung (6) und (7) lösen: Die Differenz der Gesamtkonzentration n der Elek- 
tronen und der Konzentration N, der Spender, deren Energieniveau unterhalb 
des ‘Leitungsbandes liegt, ist die Konzentration n,, der überschüssigen Elektronen. 


(19) 
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Wenn n,, positiv ist, so ist n,, gleich der Konzentration der Leitungselektronen 
für 7’ = 0, und wenn n, negativ ist, so ist n,, gleich der Konzentration der disso- | 
ziierten Spender fir 7=0. 

Die Möglichkeit, daß es mehr oder weniger Elektronen als Bindungsstellen 


gibt, ist bis jetzt nicht beachtet worden. Man wird ein „Zuviel“ an freien Elek- # 


tronen haben, wenn ein Teil der Elektronenspender ihr Niveau oberhalb des unte- 
ren Randes des Leitungsbandes hat, denn diese Spender sind, wie in Abschn. 3 % 
gezeigt wurde, immer völlig dissoziiert. Diese Störstellen haben also zur Konzen- 
tration der im Spiele stehenden Elektronen beigetragen. Als Bindungsstellen 
kommen sie jedoch nicht mehr in Betracht. Gibt es auch Elektronenfänger, 
deren Energieniveau auf einem Abstand unterhalb des Leitungsbandes liegt, der 
groß ist gegen k 7', so werden sie immer von Elektronen besetzt sein; die von 
ihnen eingefangenen Elektronen sind weiter ausgeschaltet, und man wird ein | 
„Zuwenig‘ an freien Elektronen haben. Das alles läßt sich auch auf Defektleiter | 
übertragen: Elektronenfängerniveaus unterhalb des oberen Randes des höchsten 
vollen Bandes geben ein „Zuviel“ an Leitungslöchern, und Elektronenspender, © 
deren Niveaus oberhalb des vollen Bandes liegen auf einem Abstand, der groß 
gegen k T ist, werden ein ,,Zuwenig“‘ an Leitungslöchern verursachen. Es wird © 
sich zeigen, daß dieses ‚Zuviel‘ oder ,,Zuwenig“ an Elekttonen (oder Löchern) 
einen großen Einfluß auf die Temperaturabhängigkeit der Leitfähigkeit hat. 

Der oben schon erwähnte Fall, daß die Leitfähigkeit bei abnehmender Tempe- | 
ratur erst abnimmt (typisches Halbleiterverhalten), durch ein Minimum geht 
und dann wieder zunimmt (z. B. bei Schmelzproben von PbSe®)) läßt sich er- 
klären durch die Annahme, daß mehr Ladungsträger im Spiele sind als Stellen, 
an denen sie gebunden werden können. Das läßt sich folgendermaßen einsehen: 
Bei abnehmender Temperatur werden immer mehr der ursprünglich freien Ladungs- 
träger gebunden, was sich in einer abnehmenden Leitfähigkeit offenbart. Wenn es 
ursprünglich mehr freie Teilchen gibt als Stellen, an denen sie gebunden werden 
können, so wird bei sinkender Temperatur der Fall eintreten, daß alle zur Ver- 
fügung stehenden Bindungsstellen von Elektronen besetzt sind. Bei weiterer 
Kühlung wird die Konzentration der freien Ladungsträger nicht weiter abnehmen 
können. Da die Beweglichkeit der Elektronen bei abnehmender Temperatur zu- 
nimmt, wird die Leitfähigkeit also bei weiter sinkender Temperatur wieder an- ' 
steigen. 

Wenn man die der Forthel (6) entsprechenden Ausdrücke für n, und , in Gl. (19)? 
einführt, so bekommt man mit: 

exp (Z,—g)/kT = y und E,—E, = AE: (20) 
y? (N,+ my) + + (21) 
—(N,— nq) exp4E/kT = 0. 


Diese quadratische Gleichung hat die Lösung: 


N exp AE/kT} (22) 


+ exp AB/k T)* + 4 (N,— ng) (N, + nq) exp AE/k 
und die Konzentration der Leitungselektronen ist gegeben durch: 
n,=N;,y- (23) 4 


B. Gudden, Privatmitteilung. 
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Unter bestimmten Umständen, die jetzt näher betrachtet werden sollen, läßt sich 
die allgemeine Lösung (22) wesentlich vereinfachen. 2 
Es sei joint angenommen, daß unter allen Umständen 


n„<N, (24) 
ist. Für die Praxis bedeutet diese Annahme keine wesentliche Einschränkung. 
Es lassen sich die folgenden Fälle unterscheiden: 
(N) {N — Na— Ny exp T }* > 4 (N,— (N, + nq) exp AE /k T 
oder 
(Il) {N,— In, —Ny— Ny exp AE/k T}? <4(N,— 14) (N, + ng) exp AE/KT . 
Neben diesen Bedingungen lassen sich noch wieder zwei Fälle unterscheiden, 
nachdem 
(A) N, oder 
(B) N,<N,+ mgt ng exp4EkT . 
Wenn die Bedingungen (I) und (A) zugleich erfüllt sind, wird die Bedingung m 
gleichbedeutend mit ~ 
(IA) exp AE|k T<N,(N,+ 4); 
und unter diesen Umständen wird die Lösung (22) in erster Näherung gleich ~ 
= + 4) (25) 
und =N, +04. (26) 
Die Deutung dieses Resultates ist einfach: Alle Elektronenspender sind disso- 
ziiert. Dieser Fall wird realisiert sein, wenn [s. Bedingung (IA)] die Konzen- 
tration der (thermisch aktiven) Elektronenspender genügend klein ist, die Ablöse- 
energie genügend klein ist, und der Elektroneniiberschu8 n,, genügend klein (oder 
sogar negativ) ist. 
Wenn die Bedingungen (I) und (B) zugleich erfillt sind, wird I gleich 
(IB) exp4E/kT>N, (N, + 
Unter diesen Bedingungen kann man noch wieder zwei Fälle Er je 
nachdem: ‘ 
N, > 0: Elektronenüberschuß (z. B. von thermisch inaktiven Spendern) und 
n,,< 0: Elektronendefizit (z.B. von thermisch maktiven Fängern). 
Für den Fall x, >0 reduziert sich die Lösung (22) zu 
und = Ny.) (28) 
Das heißt, daß in diesem Fall die Dissoziation der. (thermisch aktiven) Elek- 
tronenspender vollständig zurückgedrängt ist. Dieser Fall wird ‚eintreten, wenn 
(s. Bedingung IB) die Ablöseenergie genügend groß (oder die Temperatur ge- 
nügend niedrig) ist, die Konzentration der überschüssigen Elektronen (also z. B. 
_ die Konzentration der thermisch inaktiven Spender) genügend groß ist und die 
Konzentration der (thermisch aktiven) Spender N, der Bedingung 


exp T— ng > N, > N,—tig— mg exp T (29) 


geniigt. 
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In dem Falle, daß die Bedingungen (I) und (B) realisiert sind, und daß n, < 0 
ist, wird die Lösung (22): 


„exp AE/kT (30) 


In diesem Fall wird, abgesehen von der geringen Temperaturabhängigkeit der 
Elektronenbeweglichkeit und des Faktors N,, der Logarithmus der Leitfähigkeit 
eine lineare Funktion der reziproken Temperatur sein. 


Für den Fall (II) wird die Lösung (22): 


= YN,/(N,+n,)exp 4E/2k T — ne) jexp AE/kT. (32) 
N Für n,— N,/y bekommt man 
og Ne in diesem Fall keinen ein- 
. fachen Ausdruck. Wenn je- 
log. Tg P= (Ey-E,)/460k in Fall n,=0 
4 230 jpg ist, so w 
' Wenn man logn, gegen 
lg.n; +-------- 1/T aufträgt, bekommt man ° 
die folgenden Darstellungen: 
Abb. 4 für n,>0 und 
Lin Abb. 5 für n,< 0. 
7, $ Bei den Betrachtungen 
dieses Abschnitts ist an einen 
Abb. 4 1 Halbleiter mit normaler 
Elektronenleitung _ge- 
log. ng dacht. ; Die Resultate 
lassen sich ohne weiteres 
auf Defektleiter über- 
log NeiNs+na) 4 tragen. 
<0 Für die Konzentration 
N 1g ¥, = (Eg — E,)/230k der Leitungslöcher in Ab- 
hängigkeit von der Tem- 
logV A = (Ee 4,60k peratur findet man dann 
= 20k (og, genau dieselben Gleichun- 
d Lésungen wie 
gen un g 
log.(No+n;) 72 2” im Falle der normalen 
| Elektronenleitung. 
| Aus diesem Abschnitt 
: geht hervor, daß das 
Wilson-Guddensche 
FIR Modell des Störstellen- 
7 halbleiters mehr Möglich- 
7 T2 T 


Abb. 5 bis jetzt gewöhnlich in 


exp—AE/kT . (31) 
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Betracht gezogen wurde, und es ergibt sich die Hoffnung, die bis jetzt noch 
ganz ungeklärte Vielheit der Erscheinungen nach diesem Prinzip zu ordnen. So 
kann man in vielen Fällen den beobachteten Temperaturgang der Leitfähigkeit 
als Teilabschnitte der allgemeinen Kurven 4 und 5 auffassen. Durch systematische 
Untersuchungen, u.a. in größeren Temperaturbereichen, kombiniert mit Be- 
stimmungen der chemischen Zusammensetzung und der Elektronenbeweglichkeit, 
wäre eine quantitative Überprüfung der Ergebnisse möglich. Obschon es in vielen 
Fällen, wie schon gesagt, eine qualitative Übereinstimmung gibt, u.a. im Ver- 
halten der amphoteren Halbleiter (wie in Abschnitt 8 gezeigt werden wird), so 
gibt es auch wichtige Erscheinungen (die sog. Meyersche Regel für den Verband 
zwischen der Aktivierungsenergie und der Leitfähigkeit), die eine grundsätzliche 
Erweiterung des Modells notwendig machen, wie in dem nächsten Abschnitt be- 
sprochen werden wird. 


B. Die Meyersche Regel 


. Die phänomenologische Erklärung 


Formel (18) gilt universal, und die Größe (E,— g), aufgetragen gegen me 
bei einer Temperatur, gibt eine universelle lineare Funktion. Nun ist aber die 
,Abléseenergie“ e, so wie sie in Formel (1) auftritt, nicht mit der Größe (E,— g) 
identisch. Das thermische Potential g ist im allgemeinen eine Funktion der 
Temperatur. Der Koeffizient N, ist, wie aus Formel (3) hervorgeht, nur schwach 
von der Temperatur abhängig, so daß log N, praktisch als temperaturunabhängig 
betrachtet werden kann. Wenn die Leitfähigkeit eines Halbleiters durch For- 
mel (1) beschrieben werden kann (wobei also a und ¢ unabhängig von der Tempe- 
ratur sind), so muß g gleich der Summe eines temperaturunabhängigen Gliedes gy 
und eines, der Temperatur proportionalen Gliedes g’ sein. Also: 


(33) 
mit 
g =ykT, wo y unabhängig von T ist. (34) 
Die Formeln (18), (33) und (34) ergeben zusammen: | 
Inn, (35) 


Die Größen In NV +y und £,—g, sind temperaturunabhängig, und (E,— go) 
ist identisch mit der durch Formel (1) definierten Ablöseenergie e. Also 


E,—9%=€. (36) 
Die Formel (35) läßt sich unter Beachtung von (36) lie: 
nnn=mN,+ty-—e/kT. . (37) 


Damit eine universelle lineare Beziehung zwischen Inn, und e (Meyer- 
sche Regel) besteht, muß y eine lineare Funktion von & sein, also 


=petq, (38) 
wobei p und g unabhängig von e und: von der Temperatur sein sollen. p und gq 
können auch Null sein, und man findet also als hinreichende Bedingung für das 


universelle Gelten der Meyerschen Regel, daß y = 0 ist, d.h. daß das ther- 
mische Potential g unabhängig von der Temperatur ist [weil dann in 
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Formel (37) nur universelle Konstanten auftreten]. Wenn das der Fall ist, so 
ist die Neigung tgp der Geraden, welche man erhält, wenn man die © 
 Ablöseenergie &e gegen Inn, (bei konstanter Temperatur) aufträgt, ° 
gleich kT (s. Abb. 6). Auch die Konstante a in Formel (1) hat in diesem Fall 
eine universelle Bedeutung. Die Leitfähigkeit o hängt in folgender Weise mit 
der Konzentration n, der Leitungselektronen zusammen: 


no=In(eun)=In(euN)—e/kT. 
Identifiziert man diese Formel mit no = Ina—e/kT, so ist: ‘ 
a=euN,. (39) 
Mit ¢ = 1,60-10- Amp sek und N, — 2,57 : 10-1 cm-* für 7’ = 300° ist also 
a=4,lu. (40) 


Meyer gibt in der unter *) erwähnten Arbeit ein Bild, worin ¢ gegen logo 
bei 20° C für eine große Anzahl von Präparaten (der Verbindungen CdS, Cr,O,, 
..  TiO,, Mo,, U,0,, WO, und ZnO) aufgetragen ist. Die © 
Ine Punkte streuen um die Meyersche Gerade. Die auf Grund 
der oben stehenden Überlegungen zu erwartende Nei- 

tan gung dieser Geraden ist gegeben durch 


4 tg = k T/log e = 0,058 eV . (4) 


-—ın N Die Gerade, um die die Meßpunkte in der Meyerschen 

_ Abb. 6 Darstellung streuen, hat eine Neigung tgy = 0,064 eV. 

Die Übereinstimmung mit dem Wert tgq, ist, wenn man 

die starke Streüung betrachtet, befriedigend. Die Streuung wird viel geringer, 

wenn man verschiedene Präparate der gleichen Substanz vergleicht. Auf Grund 

der Herstellung kann man erwarten, daß diese verschiedenen Präparate sich in 

ihrer stöchiometrischen Zusammensetzung unterscheiden. Es liegen die e-Werte 

als Funktion von logo für Reihen von Mustern der folgenden Verbindungen 
vor für T = 293° K: 


wo, (Meyer l.c.) Neigung: tgp = 0,063 eV 
tgp = 0,075 ,, 
tg p = 0,089 ,, 
tg p = 0,081 ,, 
Ta,0, (Hartmann”)) tgp = 0,061 ,, 


Fiir jede ne Substanzen gilt die Meyersche Regel recht befriedigend (inner- 
halb der Genauigkeit von + 10%, mit der ¢ bestimmt werden kann). Die Ab- — 
weichungen von der Neigung tgq, sind offenbar reell. Es liegt eine Meßreibe an 
verschiedenen TiO,-Präparaten bei 400° vor (s. 5)). Auch hier ist die Meyersche 
Regel befolgt. Die Neigung der e- gegen log o-Geraden beträgt tgp = 0,23, eV, 
während tg gy, (7 = 673° K) = 0,137 eV ist. 

Wenn man auch mit der Annahme, daß das thermische Potential g unabhängig 
von der Temperatur ist, qualitativ und größenordnungsmäßig die Änderung der 


Neigung mit der Temperatur herleiten kann, so liegen doch die gemessenen Werte $ 


systematisch höher. Im nächsten Abschnitt wird die Frage diskutiert werden. 
1) W.Hartmann, Z. Physik 102 (1936) 709. 
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ob die Annahme (38), mit der man natiirlich jede beliebige Neigung der Meyer- 
schen Geraden bekommen kann (tap = ZT) modellmäßig deutbar ist. 

Die Werte des Koeffizienten a der Formel (1) streuen sehr stark. Ein Teil 
dieser Streuung rührt von der Ungenauigkeit der Bestimmung her. Meyer?) 
hat von 130 Präparaten von fünf verschiedenen Verbindungen die log a-Werte 
bestimmt und gegen ihre Häufigkeit aufgetragen. Es ergibt sich eine — der 
Gaußschen ähnliche — Kurve mit einer Halbwertsbreite von 0,9. Das Maximum 
liegt bei log a = 0,73, d.h. a = 5,4 (Grenzen der Halbwertsbreite: a = 14,8 bis 
a = 1,95). -Vergleicht man diesen Wert mit der Formel (40), so ergibt sich für die 
mittlere Elektronenbeweglichkeit w für die 130 Halbleiter der Wert: 


u = 1,3 cm?/Volt sek . 


Die starke Streuung, die man in den a-Werten beobachtet, wird, wie Meyer 
bemerkt hat, auf Rechnung der Elektronenbeweglichkeit gesetzt. Es gibt einen 
Parallelismus zwischen dem Gang des Koeffizienten a und den, aus Halleffekt- 
Messungen bestimmten Beweglichkeiten innerhalb einer Reihe von Präparaten, 
die sich durch verschiedene stöchiometrische Zusammensetzung (verschiedener 
Störstellengehalt) unterscheiden. Bei zunehmendem Störstellengehalt nehmen 
die Beweglichkeit u und der Koeffizient a in ungefähr gleichem Verhältnis ab, so 
wie man es gemäß Formel (40) erwarten würde. 


6. Modellmäßige Deutung 


Es erhebt sich die Frage, welche modellmäßige Deutung der Bedingung (38) 
zukommt. Es sei zuerst der spezielle Fall betrachtet, daß das thermische Poten- 
tial temperaturunabhängig ist, in welchem Fall die Erscheinungen, wie aus dem 
vorigen Abschnitt hervorgeht, schon in den Hauptzügen wiedergegeben werden 
können. 


“Ein wirklich temperaturunabhängiges thermisches Potential müßte man beim 
„Eigenhalbleiter‘‘ erwarten. Für die jetzigen Betrachtungen spielt dieser Fall 


Haftstellen-Niveaus 


Eı---Untere Grenze des 
\ 


Abb. 7 


keine Rolle. Die Frage ist also, wann das thermische Potential g in geniigender 
Näherung als temperaturunabhängig betrachtet werden kann. Die Bedingung 
dazu ergibt sich aus (33), (35) und (36): 
<e’. (42) 
Eine sehr geringe Temperaturabhängigkeit des thermischen Potentials findet — 
man bei den Metallen. Als in gewisser Hinsicht den Metallen ähnlich sei jetzt 
zuerst der mathematisch leicht zu behandelnde Fall betrachtet, daß sich unterhalb 
des Leitfähigkeitsbandes ein homogenes Kontinuum von Energieniveaus bei 
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diesem anschließt. Es ist hierbei gedacht an Akzeptor-Niveaus (Haftstellen), 
die durch thermische Dissoziierung ihr eingefangenes Elektron wieder an das 
Leitfähigkeitsband abgeben können. Die im Spiele stehenden Elektronen werden 7 
den oberhalb des unteren Randes des Leitfähigkeitsbandes liegenden, praktisch 
immer dissoziierten Spendern (,,Stérstellen“) entstammen (s. Abb. 7). i 
Es sei die Gesamtkonzentration der Haftstellen N,. Die Breite des homo- 
genen Haftstellenspektrums sei AE (= E,— E,). ; 
Die Dichte D des Haftstellenspektrums beträgt also 


D=N,/4E. (43) 
Die Kinsiiteniien der Haftstellenniveaus mit der Energie zwischen Eund E+dE 


DdE 
also DdE, und von diesen ist die Anzahl von Elek-" 
tronen besetzt. 


‘ Die Gesamtbesetzung n, der Haftstellen beträgt also: 
«N, g) /kKT (44) 


1+ exp(Z)—g)/k T° 
Wenn man annimmt, daB die ee des Haftstellenbandes bedeutend größer ist 
als k T' und daß die Zahl der.von den spendenden Störstellen abgegebenen Elek- 
tronen nicht klein ist gegenüber der Gesamtzahl der Haftstellen, so kann man 
exp (E,— g)/k T < 1 setzen. Und wenn man annimmt, daß exp (E-- -g/kT>1 
ist (d.h. n, < 10"), so ergibt (44) mit (18): 


m=N, {1-45 -In Nm}. (45) 


Es sei, wie schon oben hervorgehoben wurde, die Gesamtzahl der im Spiele stehen- 
den Elektronen gleich der Zahl der oberhalb der unteren Grenze des Leitfähigkeits- 
bandes liegenden elektronenspendenden Störstellen N,. Es ist also: 

n, +n, =N,. (46) 


Aus. (45) und (46) ergibt sich 
N.— -N; A 


mN.. (ar) 


Inn, = 


Wenn man diese Gleichung mit i allgemeinen Gleichung (18) vergleicht, so. 
findet man, daß 


g=E (48) 


ist. Wenn man nun g gemäß Formel (33) in einen temperaturunabhängigen An- 
teil g, und einen temperaturabhängigen Anteil g’ zerlegt, so bekommt man: 


N; 
f %=E AR ‘ (49) 
und 

AE. (50) 
Damit annäherungsweise der Logarithmus der Leitfähigkeit eine lineare Funktion 

von 1/7 sei, muß der Bedingung (42) gemäß (E,— 9) > g’ sein, d.h. also 
N,—N,>n (51) 
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d.h. die Zahl, der Leitungselektronen soll klein sein gegenüber der 
Zahl der unbesetzten Haftstellen. Wenn dies der Fall ist, wird: 


Die Gleichungen (34), (35) und (50) ergeben: 


Inn, =n N, 


IN, kT kT’ (53) 


Nun ist n, im rechten Glied eine Funktion von 7’ und von e.. Wenn man jedoch 
annimmt, wie oben schon geschah, daß g’ < e, so verschwindet; in (62) der erste 


77 — 
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16|- 


15 


14 


5 6 
Abb. 8 


Term rechts und es ergibt sich die Meyersche Gerade mit einer Neigung 
‚gleich kT. 

In Abb. 8 ist In n, als Funktion von 1/7 für verschiedene Werte von N, wieder- 
gegeben, so wie er aus (52) und (53) berechnet worden ist, für den Fall, daß 
4E=1eV und N, = 10% cm- ist. Wie aus dem Bilde hervorgeht, ist ab 
n, ~ 1015 cm”? die Beziehung zwischen In n, und 1/7 praktisch linear. In Abb. 9 ° 
ist die Größe (E,— g) gegen In n aufgetragen, so wie sie aus (48) berechnet wurde 
und für den gleichen Fall wie in Abb. 8. Auch hier geht für logn < 15 die Kurve 
in die Meyersche Gerade‘ mit Neigung k 7’ über. 

Dieses einfache Beispiel der energetisch homogenen Haftstellenverteilung er- 
möglicht es auch, den Fall eines willkürlichen Haftstellenspektrums zu über- 
blicken. 

Beim absoluten Nullpunkt der Temperatur ist das thermische Potential gleich 
dem höchsten besetzten Energieniveau. Aus (49) geht hervor, daß der tem- 
peraturunabhängige Anteil des thermischen Potentials gleich dem 
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N, und zwar derart, daß 
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thermischen Potential beim absoluten Nullpunkt, der Tempe- 
ratur ist. 


Es ist ersichtlich, daß dies auch für ein willkürliches Haftstellenspektrum 
zutreffen wird. Wenn der temperaturabhängige Teil des thermischen Potentials g’ 
vernachlässigbar ist, kann man also auch für den Fall einer willkürlichen Ver- 
teilung der Haftniveaus die Ablöseenergie « = E,—g, angeben. 

Auch der temperaturabhängige Teil g’ des thermischen Potentials, so wie er 
von Formel (50) gegeben wird, hat eine einfache Deutung. N „/AE ist die Dichte D 
des homogenen Haftstellenspektrums. g’ —n, : AE/N, = n,/D ist die Senkung 
der Grenze zwischen .den besetzten und den unbesetzten Niveaus 
bei Erwärmung von der Temperatur 0 bis zur Temperatur 7. Auch 
diese Deutung läßt sich für ein willkürliches Spektrum in erster Näherung 
beibehalten, wenn man in die Formel g’ = n,/D für die Dichte D, welche jetzt 
eine Funktion der Energie E ist, den Wert D(E = g,) einsetzt, wo 9 = BE, —e 


| 
09 Ns+ MAE 10,7 
DR Mn 
4 
Ns = 5.10" ; 
-6.07 WW, co 
Ns =7.107— 
Ns =8.107 
af | 
=9.10 7, | 
OR TSC. 5.48 
Abb. 9 


und ¢ die beobachtete Ablöseenergie ist, und wenn man für n, den Wert n, = N, 
exp--e/k T' setzt. Natürlich kommt auch jetzt wieder die Meyersche Gerade 
heraus mit der Neigung k 7’, wenn g’ <e ist. 

Jetzt läßt sich die Frage betrachten, ob und wie man auf Grund des gegebenen 
Modells die Abweichungen von dem Wert k 7’ für die Neigung der Meyerschen 
Geraden erklären kann. Wie auf $. 15 an Hand der Formeln (37) und (38) schon 
hervorgehoben wurde, kann das temperaturabhängige Glied des thermischen 
Potentials unter bestimmten Bedingungen eine abweichende Meyersche Gerade 
ergeben. Die Frage ist, ob diese Bedingungen beim Haftstellenmodell erfüllt sind. 

Es läßt sich zeigen, daß, wenn man der Bedingung (38), unter der sich eine 
Meyersche Gerade mit von k 7’ abweichender Neigung ergibt, genügen will, 
entweder annehmen muß, daß das Energiespektrum der Haftstellen oder die 
Elektronenbeweglichkeit abhängig ist von der Elektronenspender-Konzentration. 
Die erste Möglichkeit ist nicht von vornherein auszuschließen, ist jedoch weniger 
wahrscheinlich als die zweite Möglichkeit. Nehmen wir also an, daß die Elek- 
tronenbeweglichkeit % eine bestimmte Funktion ist der Störstellenkonzentration 


u=ßexpae, (54) 
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Leitfähigkeit gegeben: 
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wobei x und 8 unabhängig von e und >0 sind. In diesem Fall ist nämlich 


nou bene, = Ine N, B— (55) 


und es wird die Meyersche Regel befolgt mit einer Neigung der Geraden gleich 
/(gp—*) - Formell kann man also die Abweichung der Neigung von 


dem Wert k7' immer auf eine Störstellenabhängigkeit der Beweglich- 
keit zurückführen. Daß die Elektronenbeweglichkeit tatsächlich stark yon der 
Störstellenkonzentration abhängt, wurde schon auf 8. 5 bei der Diskussion des 
Koeffizienten a der Formel (1) erwähnt und es ist so, daß mit zunehmendem 
Störstellengehalt (abnehmendem eg) die Beweglichkeit abnimmt, also. qualitativ 
in Übereinstimmung mit Gl. (54). 


Durch (54) und (39) ist eine Beziehung zwischen der Beweglichkeit und der 


u=ßespae=AoB. (56) 


Für den Fall des homogenen Haftstellenspektrums ergibt (54) mit (52) eine ' 
Beziehung zwischen der Beweglichkeit und der stöchiometrischen Abweichung: 


u = B exp « (4E— DN,) = C, exp—C,N,. , (57) 
Zur genauen Uberpriifung dieser beiden Formeln liegen noch keine Beobachtungen 


vor. Die Beobachtungen von Eisenmann") sind qualitativ mit (56) zu verein- 
baren. 


(. Metallisehe Halbleiter, amphotere Halbleiter, und „Eigen“-Haibleiter 
7. Das Vorzeichen des Temperaturkoeffizienten des Widerstandes 


* Wie im vorigen Abschnitt gezeigt wurde, kann man, ungeachtet bestimmter 
Ausnahmen, sagen, daß das Vorhandensein der Haftstelien für das typische 
Halbleiterverhalten (neg. Temperaturkoeffizient der Leitfähigkeit) notwendig ist. 
Es kommt dabei auf die Gesamtkonzentration der Haftstellen N, an. Das möge 
an einem Beispiel erläutert werden. 


Im Fall eines homogenen Haftstellenspektrums mit der Breite AE und der 
Gesamtkonzentration der Haftstellen N, und einer Konzentration ‘der elek- 
tronen- (oder löcher-)spendenden thermisch inaktiven Störstellen N, ist die Kon- _ 
zentration n, der Leitungselektronen oder -löcher gegeben durch die Gleichungen 
fs. Formel (45) und (46)]: 


aT 
m + = N,. (58) 


In Abb. 10 sind die-aus dieser Gleichung berechneten Werte von log N, gegen 
log n, aufgetragen für verschiedene Werte der Haftstellenkonzentration und für 


. AE = 0,5 eV und 7 = 300° K. Die Kurven geben zu den folgenden Bemerkungen 


Anlaß. Bei großer Störstellenkonzentration N, ist die Zunahme der Konzentration 
der Leitungselektronen gleich der Zunahme der Konzentration der Störstellen, 
Das bedeutet, daß die Gesamtkonzentration der im Spiele stehenden Elektronen so 


1) L.Eisenmann, Ann. Physik (5) 88 (1940) 121. 
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viel größer ist als die Konzentration der Haftstellen N, daß die letzten praktisch 
voll besetzt sind. In diesem Fall ist die Leitung metallischer Art. Im ganz steil 
verlaufenden Teil der Kurve hingegen sind die Haftstellen nur teilweise von Elek-’ 
tronen besetzt. Der starke Anstieg der Konzentration der Leitungselektronen 
bei zunehmender Störstellenkonzentration rührt davon her, daß mit zunehmen-? 
dem N,, also mit zunehmender Gummtinumuiepten der Elektronen, die Grenze ¥ 
zwischen den besetzten und den un-? 
u | besetzten Haftstellen steigt, wodurch 
die Ablöseenergie sinkt, was gemäß‘ 
Formel (1) einen exponentiellen An- 
stieg der Konzentration der Leitungs- 
elektronen zur Folge hat. 

Sehr beachtenswert ist, daß auf 
diesem Teil der Kurve bei einer ge- 
ringen Änderung der Abweichung von 
‘der idealen Zusammensetzung (in! 
diesem Beispiel eine Änderung der 
Stérstellenkonzentration um etwa 
einen Faktor 2 die Konzentration der 
Leitungselektronen (also die Leitfähig- 

. keit) sich um mehrere Zehnerpotenzen 
(in diesem Beispiel 7 Zehnerpotenzen) 
ändert. Hiermit ist die in Abschnitt 1 
unter c) erwähnte Schwierigkeit völlig 
behoben. 

Weiter ist aus der Abbildung er- 
sichtlich, daß die Konzentration der 
Haftstellen ziemlich kritisch sein kann 
für das Auftreten des typischen. 
Halbleiterverhaltens. Bei gegebener 
Stérstellenkonzentration genügt im 
diesem Beispiel eine Konzentrations- 
änderung der Haftstellen um einen 

Faktor 2, um einen typischen Halb- 

nd leiter in einem metallischen Leiter 
EEE . umschlagen zu lassen. 
Abb. 10 Die ideale Zusammensetzung einer 
Verbindung läßt sich bei der Synthese 
nur bis zu einem für jede Verbindung charakteristischen Grade verwirklichen ?%); 
Das hat zur Folge, daß es bei jeder Verbindung ein Mindestmaß an Haftstellem: 
geben muß (nämlich etwa gleich der Konzentration des überschüssigen Metalls 
bzw. Metalloids), damit die typische Halbleitung (negativer Temperaturkoeffi- 
zient des Widerstandes) gewährt ist. Die bei den verschiedenen Verbindungen 
vorkommenden stöchiometrischen Abweichungen unterscheiden sich um mehrere 

Zehnerpotenzen: bei den ionogenen Salzen machen sie sich auf keinerlei Weise 

bemerkbar; bei einer Verbindung wie ZnO sind sie da, aber doch noch so gering, 
daß sie sich jeder analytischen Bestimmung entziehen; bei leur. ‚022 wie 


12) G.F. Hüttig, Hochschulwissen 4 (1927) 261, 317, 365. 
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PbS und PbSe sind sie um mehrere Zehnerpotenzen größer. Das kann erklären, 
weshalb es nicht gelingt, ein schlecht leitendes Bleisulfid massiv herzustellen. 
Die aus dem Schmelz hergestellten Proben zeigen, ebenso wie die natürlichen 
‘"PbS-Kristalle, metallische Leitfähigkeit. Die Haftstellenkonzentration ist an- 
scheinend zu gering, um einen negativen Temperaturkoeffizient des Widerstandes 
hervorrufen zu können, 

Bei den jetzigen Betrachtungen nehmen die Haftstellen offenbar eine sehr 
wichtige Stelle ein, und gerade über die Natur der Haftstellen läßt sich noch sehr 
wenig aussagen. Daß sie da sind, ist genügsam gesichert durch die Untersuchungen 
von Pohl und Mitarbeitern an den Alkalihalogeniden und durch die Kenntnisse 
über die Kristallphosphore. Anscheinend sind die Haftstellen strukturempfind- 
lich. Man könnte denken, daß die Haftstellen mit Gitterabweichungen zu tun 
haben, die energetisch weniger einschneidend sind als die Abweichungen der 
Stéchiometrie. Es gibt Hinweise, daß die Haftstellen, jedenfalls teilweise, 
die ,,Oberflachenterme“ des Kristalls sind. Dünne, durch Aufdampfen oder 
durch - Elektrolyse erhaltene Schichten von PbS zeigen im Gegensatz zu den 
massiven Proben wohl das typische Halbleiterverhalten. Die Hypothese- liegt 
auf der Hand, daß die Haftstellenkonzentration der Schichten die der massiven 
Proben größenordnungsmäßig übertrifft. Wie sich im nächsten Abschnitt zeigen 
wird, stimmt die an diesen Schichten beobachtete Temperaturabhängigkeit der 
_ Leitfähigkeit mit dieser Vorstellung überein. 


8. Amphotere Halbleiter 


Wenn man, ausgehend von einer Verbindung mit Metallüberschuß, diese all- 
mählich in eine Verbindung mit Metalloidüberschuß überführt (z. B. durch Er- 
hitzen eines Sulfids in Schwefeldampf), so läßt sich denken, daß dieser Über- 
gang auf zwei verschiedene Arten vor sich gehen kann. Es können die Störstellen 
der einen Art allmählich verschwinden, worauf die Störstellen der anderen Art 
eingebaut werden. Es kann aber auch sein, daß die ursprünglichen Störstellen 
ganz oder teilweise bestehen bleiben, und daß sofort der Einbau der neuen Stör- 
stellen anfängt. Bei den drei Beispielen der Abb. 1 kommt das, was das elek- 
trische Verhalten betrifft, auf das gleiche hinaus, denn im ersten Fall verschwin- 
den mit den Störstellen des überschüssigen Metalls auch die von ihnen abgegebenen 
Elektronen. Im zweiten Fall bleiben zwar die Störstellen bestehen, aber die Elek- 
tronen werden von dem eingebauten Elektronenfänger ausgeschaltet. Es gibt 
jedoch Fälle, und zwar wenn die Ablöseenergie € positiv ist, wo die genannten 
zwei Möglichkeiten sich wohl in einem verschiedenen elektrischen Verhalten 
offenbaren; Untersuchungen darüber sind im Gange. Beim amphoteren Halb- 
leiter (Abb. lc) wird die Leitung von Überschuß- in Defektleitung umschlagen, 
sobald die Konzentration der Elektronenfänger die der Spender übertrifft. Die 
Leitfähigkeit geht dabei durch ein Minimum. 

Wenn der Abstand vom vollen zum leeren Band so groß ist, daß praktisch 
keine thermisch bedingten Übergänge stattfinden können, so wird man in den 
in Abb. 1 gegebenen Fällen mit einer temperaturunabhängigen Konzentratiön von 
Leitungselektronen, also mit einer „metallischen“ Leitfähigkeit, zu tun haben. 

Die Temperaturabhängigkeit der Leitfähigkeit von PbS-Schichten mit ver- 
schiedenen stöchiometrischen Abweichungen ist eingehend von Hinterberger™) 


38) H. Hinterberger, Z. Physik 119 (1942) 1. 


4 
| | : 
; 
steil 
lek- 
nen- 
enze 2 
mäß 
ngs- 3 
auf 
2 ge- 
von i 
a 
der 
etwa | 
ı der 
ihig- | 
nzen 
itt 1 3 
g er- 4 
. der 5 
chen 
yener 3 
‘lons- 
einen : 
Talb- 
iter g 
einer 
these | 
etalls 4 
oe ffi- 
ingen 
;hrere 
Weise 
ering, 
n wit 
h ’ | | 


24 “ Annalen der Physik. 6. Folge. Band 1. 1947 x 


untersucht worden. Bei PbS muß man damit rechnen, daß ein Übergang von 
Elektronen vom „vollen‘ Band in das Leitungsband möglich ist. Sieht man zu- ° 
erst von den Haftstellen ab, so findet man die Konzentration der Leitungselek- 
tronen aus der Gleichung (21). Gleichung (21) ist dem jetzigen Fall angepaßt, ” 


4E = 05 eV 


Abb. 11 
indem N,=N, gesetzt ist, und statt na N, geschrieben ist und lautet jetzt: 
exp (E,—g)/k T = —N, (1+ expAE/k T) 


+ YN?(1-+ exp AE/k T* + NfexpAE/kT]. 


AE ist der Abstand vom vollen bis zum leeren Band. In Abb. 11 sind die Ergeb- 
nisse für einen Wert von AE und für verschiedene Störstellenkonzentrationen 
(d.h. verschiedene stöchiometrische Zusammensetzungen) gezeichnet worden. 
Auf den horizontalen Strecken ist das untere Band ganz gefüllt und die Konzen- 
tration der Leitungselektronen ist gleich der Konzentration der Störstellen, also 
unabhängig von der Temperatur (auf dieser Strecke wird die Leitfähigkeit schon 
zunehmen mit abnehmender Temperatur wegen des negativen Temperatur- 
koeffizienten des Widerstandes). Diese Kurven geben den Temperaturverlauf der 
Leitfähigkeit, so wie sie Hinterberger gefunden hat, noch nicht richtig wieder. 
Es müssen noch die Haftstellen mit in Betracht gezogen werden. Als Beispiel 
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ist angenomnien worden, daß die Gesamtkonzentration der Haftstellen N, gleich 
10:5 cm® ist. Die genaue Beschaffenheit des Haftstellenspektrums ist weniger 
wichtig. Es ist angenommen, daß die Haftstellenniveaus ‚homogen über dem 
Energiebereich AE verteilt sind. 


Man findet die Konzentration der Leitungselektronen bei vorgegebener Kon- 
zentration der Haftstellen N, und der völlig dissoziierten Störstellen N, durch 
die Überlegung, daß die Konzentration der Leitungselektronen n,, vermehrt mit 
der Konzentration n, der an den Haftstellen gebundenen Elektronen und ver- 


4E = 05 eV 


N, = 70” cm-3 


MN, 


N, = 12.10"? 


10:00”? 


MM __. 
T 


Abb. 12 


ringert um die Konzentration n+ der „Löcher“ im vollen Bande, gleich der Kon- 
zentration der (völlig dissoziierten) Elektronenspender , sein muß. n, ergibt sich 
aus Formel (18). Genau analog ergibt sich für n} die Formel 

ns =N,/{1+expQg—E,)/kT} . (60) 


n, wird gegeben von Formel (45). Für den Fall, daß die Haftstellenniveaus homo- 
gen über die ,,verbotene“ Zone zwischen dem vollen Band und dem Leitungs- 
band verteilt sind, ergibt a hieraus: 


"N, exp — T + 2, 30 aN, log N,/n, . (61) 
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= 0,5eV und N, = 10 cm-* und für verschiedene Werte von N, sind in der 7 
Abb. 12 dargestellt. 
Die Kurven haben eine große Ähnlichkeit mit den von Hinterberger für | 
aufgedampfte PbS-Schichten erhaltenen (s. Abb. 13). Solange das Beobachtungs- © 
material nicht ausgedehnter ist, erscheint es 
wenig angebracht, eine genau quantitative 
Überprüfung der Übereinstimmung durch- 
zuführen. 

Es möge noch an Hand der Abb. 12 = 
folgendes bemerkt werden: 

Beim Ubergang vom einen zum anderen 
Leitungstypus bei einer bestimmten Tem- © 
peratur 7’ geht die Leitfähigkeit durch ein 
Minimum, das gegeben wird durch die Ordi- 
nate desjenigen Punktes der in Abb. 12 ange- 
gebenen Geraden mit der Neigung AE/4,60 k, 
dessen Abszisse gleich 1000/7 ist. 


9. Der „‚Eigenhalbleiter“ 


Gelegentlich wird in_der Literatur die 
daß noch nie ein Halb- | 
leiter beobachtet worden ist, bei dem die ° 
Leitungselektronen durch einen thermischen 
Übergang aus dem vollen Band kommen, 
und bei dem die Leitfähigkeit also nicht 
von Störstellen bedingt ist. Auf Grund des 
Obenstehenden läßt sich dazu sagen, daß bei 
ainem Abstand der Bänder von 0,5 eV, wie 
.m obigen Beispiel, die Konzentration der 
Leitungselektronen, die thermisch aus dem | 
vollen Band gelöst sind, etwa 2 - 101% cm 
vetriigt (wie aus. der Abb. 11 abgelesen wer- 
den kann). Damit der Halbleiter also wirk- 
lich ein ‚‚Eigenhalbleiter“ sein. soll, muß 
eine etwaige, stöchiometrisch bedingte Störstellenkonzentration (also mit ober- 
halb des unteren Randes des Leitungsbandes liegenden Spenderniveaus) klein 
gegen 10% cm-* sein. Aber das bedeutet, daß die Abweichungen der Stöchio- 
metrie klein gegen etwa 10” sein müssen, damit überhaupt von einem „Eigen- 


halbleiter‘‘ die Rede sein kann. * 


Eindhoven, Humbold Plein 16. 


f 


(Bei der Redaktion eingegangen am 1. Sept. 1946.) 


a 26 Annalen der Physik. 6. Folge. Band 1. 1947 \ 

] h Diese Gleichung läßt sich leicht graphisch nach n, lösen. Die Lösungen für AE 
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„Plasmaschwingungen“ als Ursache der Supraleitung 
Von F. Möglich und R. Rompe 


Inhaltsübersicht 


Es wird gezeigt, daß in einem Sommerfeldschen Elektronengas bei Be- 
rücksichtigung der Wechselwirkung zwischen den Elektronen Schwingungen des 
Elektronenplasmas entsteben. Die Gleichungen, denen diese Schwingungen ge- 
horchen, sind identisch mit den Gleichungen, die nach der phänomenologischen 
Theorie der Brüder London die elektrischen Phänomene der Supraleitung be- 
schreiben. 

Die Sehwingungen lassen sich auf ein System harmonischer Oszillatoren ab- 
bilden. Diese Oszillatoren sind für das thermische Verhalten des Elektronen- 
gases maßgebend. Die kleinste, in diesem Ensemble mögliche Schwingung ist 
von der Größenordnung 1015. Quantelt man diese Schwingungen, so sieht man, | 
daß wegen des großen Betrages der Schwingungsfrequenzen diese Schwingungs- 
freiheitsgrade völlig eingefroren sind. Das ist auch der Grund, warum Elektronen 
und Gitter bei der Supraleitung völlig entkoppelt sind. Die Formeln für Entropie 
und spezifische Wärme werden berechnet. Es ergibt sich im Einklang mit dem - 
Experiment das völlige Verschwinden von spezifischer Wärme, Wärmeleitung ° 
und Entropie. 

Die SENSE: des Sprungpunktes ist einer späteren Untersuchung vor- 
_ behalten. 


1. Einleitung und kurze Übersicht 


Das elektromagnetische Verhalten eines Supraleiters scheint zutreffend durch 
die Theorie der Brüder London beschrieben werden zu können!). Diese läßt 
sich formal aus den Maxwellschen Gleichungen gewinnen durch die Annahme 
der Proportionalität zwischen elektrischem Strom und Vektorpotential, sowie 
durch die Annahme, daß das skalare Potential im Innern eines Supraleiters ver- 
schwindet. Die zweite Annahme läßt sich durch energetische Überlegungen be- 
vn ‚wie v. Laue und die Brüder London?) gezeigt. haben, wogegen die. 


1) ZussmmengefaBt in: Une conception nouvelle de la EEE Actua- 
lités scientifiques et industrielles, No. 458, 1937. 


2) M. v. Laue u. F. u. H. London, Z. Physik 96 (1935) 359. 
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erste Annahme über die Proportionalität zwischen Strom und Vektorpotential 
eine Hypothese ist, die zwar durch die Experimente gerechtfertigt erscheint, 
einer eigentlichen atomtheoretischen Begründung aber entbehrt. : 

F. London’) konnte zeigen, daß unter gewissen Voraussetzungen über das 
Spektrum des festen Körpers diese Proportionalität zwischen Strom und Vektor- 
potential verstanden werden kann. Jedoch ergab sich, daß Elektronenterme, 
wie sie für dieses Verständnis gebraucht werden, bei dem derzeitigen Stande 
unserer Kenntnis des Elektronenspektrums der Metalle nicht nachgewiesen werden 
können. Dabei muß man sich allerdings daran erinnern, daß unsere Kenntnisse 
über das Elektronenspektrum der festen Körper außerordentlich lückenhaft sind. 
Diese beruhen im wesentlichen auf der Kenntnis der Eigenwerte der Differential- 
gleichung eines Einelektronenproblem, was offenbar nur eine Näherung des wirk- 
lichen Problems darstellt. Dabei wird angenommen, daß das in der fraglichen 
Schrödinger-Gleichung auftretende räumlich dreifach periodische Potential 
nicht nur die Wırkung der positiven Ionen enthält, sondern auch noch die Wir- 
kung von N—1 ebenfalls räumlich periodisch verteilt gedachten Elektronen, 
wo N die Gesamtzahl der Elektronen bedeutet. Nun kann man sich aber leicht ° 
davon überzeugen, daß ein N-Elektronenproblem durch ein Einelektronen- 
problem nur sehr unvollkommen angenähert wird. Das N-Elektronenproblem 
enthält in seiner potentiellen Energie Singularitäten, die das Einelektronen- 
problem nicht enthalten kann. Es ist daher nicht von der Hand zu weisen, daß 
durch Berücksichtigung dieser Singularitäten -zu den aus dem Einelektronen- 
problem qualitativ bekannten Eigenschaften des Festkörperspektrums noch an- 
dere Züge hinzutreten, mit deren Hilfe sich die Londonsche Hypothese recht- 
fertigen läßt. Dies würde im wesentlichen bedeuten, daß es darauf ankommt, 
einige bei der Vereinfachung des Problems herausgefallene Eigenschaften der 
Elektronenwechselwirkung nachträglich zu behandeln. Dies aber scheint eine 
keineswegs einfache mathematische Aufgabe zu sein. 


Die Wechselwirkung der Elektronen untereinander summarisch zu behandeln, 
unternimmt eine Theorie von Kronig*). Er glaubt, den Effekt der Wechsel- 
wirkung der Elektronen dadurch beschreiben zu können, daß er der Gesamtheit 
der Elektronen den Charakter eines festen Gitters gibt. Das Schmelzen dieses 
Gitters soll im wesentlichen den Sprungpunkt ergeben. Daß dieser trotz einer 
sehr großen Schmelzwärme doch sehr niedrig liegen kann, begründet er in einer 
Weise, die wir für absolut richtig halten und die auch für die Fortführung der 
nachstehend vorgetragenen Theorie übernommen werden muß. Im übrigen werden 
wir im Verlaufe dieser Untersuchung zeigen, daß die Festigkeitseigenschaften — 
eines „Plasmas“ nicht den Charakter eines Festkörpers haben. 

“ Auch die Theorie von Becker, Heller und Sauter’) berücksichtigt die 
Wechselwirkungsenergie der Elektronen untereinander. Die Verfasser haben jedoch 
diesen, unseres Erachtens wesentlichen Zug kaum betont. Sie legen im Gegensatz da- 
zu den größten Wert auf eine Proportionalitäf zwischen elektrischer Feldstärke 
und zeitlicher Ableitung des Stromes als Ausdruck der Gültigkeit der Newton- 
schen Bewegungsgleichungen für die Elektronen im Innern des Metalles. Es 


3) F.London, Nature 138 (1937) 793, 834. 
4) R. Kronig, Z. Physik 78 (1932) 744; 88 (1933) 203. 
5) R. Becker, W. Heller u. F. Sauter, Z. Physik 85 (1933) 772. 
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fehlt dabei aber jede Möglichkeit zu begreifen, warum sich die Elektronen vom 
Gitter entkoppeln, denn nur unter dieser Voraussetzung würde die Proportio- 
nalität zwischen elektrischer Feldstärke und zeitlicher Ableitung des Stromes 
verständlich sein. Trotzdem glauben wir, daß der Ansatzpunkt der Theorie 
richtig ist. Auch ist der Wahrheitswert dieser Theorie verhältnismäßig hoch 
anzuschlagen, da aus ihr der richtige Wert für die Eindringtiefe magnetischer 
Felder abgeleitet werden kann und sich aus ihr die phänomenologische Theorie 
der Brüder London durch leichte, wenn auch nicht zu begründende Modifikation 
ergibt. 

Wir versuchen ebenfalls eine Wechselwirkung der Elektronen zu berück- 
sichtigen. Es ist uns nicht gelungen, das N-Körperproblem für das Spektrum - 
des festen Körpers zu lösen. Wir gehen bei unserem Lösungsversuch von dem 
_ Gedanken aus, daß das Einelektronenproblem nach aller Erfahrung doch schon 
eine gute Näherung des Elektronenspektrums liefert. Die y-Funktion des Viel- 
körperproblems wird dabei nur um kleine Glieder von derjenigen y-Funktion 
unterschieden sein, die man erhält, wenn man die y-Funktion des Einkörper- 
problems durch Bildung der üblichen Determinante zu einer vollständig anti- 
symmetrischen Funktion in einem 3 N-dimensionalen Raum erweitert. Diese 
Annahme hat zur Folge, daß auch die Dichte und der Strom im dreidimensionalen 
Raum gemäß dem N-Körperproblem nur wenig verschieden ist von derjenigen 
Dichte, die sich aus dem Einkörperproblem herleiten läßt. Unser Versuch be- 
steht darin, an die Stelle des Störungsverfahrens an der y-Funktion eine Siörungs- 
rechnung an der Dichte selbst vorzunehmen. Diese Störungen lassen eine ein- 
fache Deutung zu. Sie sind Dichte- und Stromschwankungen um den ungestörten 
Zustand als Mittelwert und lassen sich auf ein System harmonischer Oszillatoren 
abbilden. Die ,,Bewegungsgleichungen“ dieser Schwingungen sind identisch mit 
den aus der Londonschen Theorie der Supraleitung bekannten Gleichungen. 
Durch Quantisierung der Ersatzoszillatoren bekommt man einen Überblick über 
das thermische Verhalten eines Plasmas, das ebentalls ganz mit den an Supra- 
leitern gemachten Erfahrungen übereinstimmt. 


2. Die elektrischen Eigenschaften des Plasmas 


Vor einigen Jahren haben wir‘) die verschiedenen möglichen Energieum- 
setzungen in festen Körpern untersucht und dabei gefunden, daß nicht nur zwi- 
schen den Elektronen und dem Gitterrumpf eines festen Körpers unter Um- 
ständen sehr enge Bindungen bestehen, sondern auch darüber hinaus zwischen 
den Einzelelektronen und der Elektronengesamtheit Energieaustausche von sehr 
beträchtlichem Umfange vor sich gehen. Mit Hilfe der letztgenannten -Energie- 
austausche ließen sich eine Reihe von Problemen des festen Körpers so einfach 
deuten, daß für uns die Existenz der kollektiven Zusammenarbeit zwischen den 
einzelnen Elektronen der Gesamtheit unzweifelhaft feststand. Wir fügten nun- 
mehr zu diesem Gedanken noch die gelegentlich von uns benutzte Tatsache, 
daß zwischen einem festen Körper und dem hochionisierten Zustand einer Gas- 
entladung große Ähnlichkeit besteht. Aueh in einer solchen sind Kollektiv- 
wirkungen der Elektronen bekannt. Sie äußern sich vor allem in den von Lang- 


6) F.Möglich u. R. Rompe, Zusammenfassung und Literaturangaben. Naturwiss. 
29 (1941) 105. 
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muir’) entdeckten Schwingungen des Elektronengases, .die zu elektromagne- | 
tischen Wellen im Dezimetergebiet Anlaß geben. 
Solche Schwingungen miissen auch in Metallen auftreten. Da die Grund- 
schwingung mit einer Frequenz erfolgt, die der Wurzel aus der mittleren Elek- | 
tronendichte proportional ist, so sind bei Metallen Effekte zu erwarten, die ent-° 
sprechend der hohen Elektronendichte im Gebiet der Ultraviolettstrahlung liegen. 


Wir haben versucht, im einzelnen der Bedeutung dieser Schwingungen für 
die Erklärung der Vorgänge im festen Körper nachzugehen. Außer in einer Arbeit 
von Steenbeck®), in der vermutet wird, daß die Ultraviölettabsorption der 
Metalle auf sie zurückzuführen ist, findet man in der Literatur keinen Hinweis 
auf diese Schwingungen. Daher haben wir zunächst untersucht, ob diese Schwin- 
gungen mit der Ultraviolettabsorption der Metalle wirklich etwas zu tun haben. 
Formale Schwierigkeiten haben uns eine Entscheidung dieser Frage noch nicht 
ermöglicht, obgleich wir den Eindruck haben, daß die Steenbecksche Ver- 
mutung®) zu Recht besteht. Doch 'erhielten wir in anderer Hinsicht sehr wert- 
volle Einblicke in das Wesen dieser Schwingungen. Insbesondere ergab -sich 
das für uns völlig unerwartete Resultat, daß die Gleichungen, die diese Schwin- | 
gungen beschreiben, völlig identisch sind mit den Gleichungen, die aus der phäno- 
menologischen Theorie der Supraleitung folgen. 


Die Einführung der Plasmaschwingungen wird zur ersten Orientierung so 
vorgenommen, daß auf die Berücksichtigung der verbotenen Zonen im Spektrum 
der einzelnen Elektronen verzichtet wird. Die. Fermistatistik ist nur insoweit 
eingebaut, als sie sich im Sommerfeldschen Nullpunktsdruck der Elektronen 
bemerkbar macht. Das ist natürlich inkorrekt. Denn die Plasmaschwingungen 
stellen einen Energieaufnahmemechanismus dar, bei dem große Energiebeträge 
auf eine große Zahl einzelner Elektronen repartiert werden. Wir haben bei un- 
seren Rechnungen zunächst so getan, als ob diese geringe Energieaufnahme 
durch das einzelne Elektron unbehindert durch seine energetischen Nachbarn 
erfolgen kann, was sicher nicht ganz richtig ist. Wir sind aber der Ansicht, daß 
die hier vernachlässigten Kräfte, die sich.aus der Fermistatistik ergeben, bei 
Substanzen mit halbgefüllten oder überlappenden Bändern, d. h. also bei Metallen, 
klein sind. Diese Kräfte sind groß, sobald die Bänder ganz mit Elektronen ge- 
füllt sind, so groß, daß sie jede Plasmaschwingung unterbinden. Die auf Plasma- ~ 
schwingungen fußenden Phänomene sind daher bei Isolatoren nicht zu erwarten ®*), 

?) Vgl. R. Rompe u. M.Steenbeck, Ergebn..d. exakt. Naturwiss. 18 (1931) 257. 

8) M.Steenbeck, Z. Physik 76 (1932) 260. 

9) Vgl. A.R.Vlassov, Journ. f. theor. exp. Physik 8 (1938) 291. 


9a) Nach einer freundlichen Mitteilung von H. Jensen hat er die longitudinalen 
Schwi gen eines Fermigases im Anschluß an eine Arbeit von E. Bloch [Z. Physik, 
81 (1933) 363], auch unter Berücksichtigung der Austauschkräfte berechnet [Z. Physik 
106 (1937) 620]. Die Austauschkräfte modifizieren das von uns erhaltene Resultat 
insofern, als die von uns angegebene Ausbreitungsgéschwindigkeit der longitudialen ; 
Wellen etwas verkleinert wird. Die Größenordnung bleibt jedoch richtig. Abgesehen 
hiervon besteht zwischen den Ergebnissen von Herrn Jensen und unseren Über- 
legungen, soweit sie sich auf die longitudinalen Schwingungen beziehen, volle Uberein- 
. Inwieweit auch bei den transversalen Schwingungen des Plasmas eine 
hasten angebracht werden muß, können wir nicht übersehen. Solange man in der 
tenergie eines Plasmas die Austauschkrafte nur durch ein Volumenintegral tiber 

eine Funktion der Elektronendichte allein beriicksichtigt, kann ein Beitrag des Aus- 
tausches auf die Ausbreitungsgeschwindigkeit der transversalen Schwingungen nicht 
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Es gibt sowohl longitudinale wie auch transversale Plasmaschwingungen . in 
einem Elektronengas. Trotzdem verhält sich ein Plasma nicht wie ein fester 
Körper, was im Hinblick auf die Theorie der Supraleitung von Kronig™) aus- 
drücklich betont werden soll. Die Konsistenz des Elektronengases am absoluten 
Nullpunkt ähnelt vielmehr den - Stabilitätseigenschaften des von Lord Kelvin 
ersonnenen „kontraktilen Äthers“. 


Das Plasma wird als ein Kontinuüm beschrieben 4) durch den Canina 
vektor 8, der eine Funktion der Raumkoordinaten x, y, z und der Zeit ¢ ist. Die 
Abweichung der räumlichen Dichte vom Mittelwert der Elektronen ergibt sich 
aus 3 durch Divergenzbildung und die zugehörige ine Dichte ist dem- 
entsprechend 


v = nediv 
(n mittlere Dichte der Elektronen, e Ladung derselben). Zu ihr gehört der Strom 


_ Man sieht unmittelbar, daß die Kontinuitätsgleichung erfüllt ist. Mit diesen 
Bezeichnungen erhalten wir die Bewegungsgleichungen fiir jedes Elektron des 


Plasmas 


mos =—e€ +> jx gradp, (1) 


wo m die Masse eines Elektrons und p den hydrostatischen Elektronennullpunkts- 
druck bedeutet. Dielektrizitätskonstante und Permeabilität seien gleich 1 gesetzt. 
Die elektrische Feldstärke € und die magnetische Feldstärke $ stellen die Summe 
äußerer und innerer Felder dar, wobei das innere Feld von einer beliebigen Stelle 
des Plasmas herrührt und demnach eine Rückkoppelungsbeziehung zwischen 
den Feldstärken einerseits und der Dichte und dem Strom des Plasmas anderer- 
seits besteht. Insbesondere gilt ~ 


dv&E=4no=4nnedivß. 
Wir nehmen jetzt an der Gl. (1) die Divergenzbildung vor und multiplizieren 
mit we. Unter Berücksichtigung der Gleichung 


oe,» 


ergibt sich die Schwingungsgleichung der longitudinalen Plasmaschwingungen: 


_ jy + = 0. 


Hierbei ist die magnetische Kraft als klein von zweiter Ordnung vernachlässigt. i 


erwartet werden. Die Annahme, daß die Austauschkräfte keine wesentlichen Ände-. 
rungen unserer Überlegung nötig machen, dürfte danach für die transversalen Schwin- 
gungen in noch höherem Maße zutreffen, als bei den longitudinalen ee 

2») R. de L. Kronig, l.c. 

1) Ähnlich verfuhren R. de L. Kronig und J.Korringa [Physica 10 (1948) 406] 
zur Ableitung einer Bremsformel für in ein Plasma eindringende Elektronen. Zähig- 
keits- und Reibüngskoeffizient setzen wir gleich Null, was die Verff. für Supraleitung 
als richtig ansehen, berücksichtigen aber darüber hinaus noch den Elektronendruck. 
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peratur gleich Null. Nicht so fiir ein Fermigas. Legt man fiir p den Sommer- 
feldschen!?) Wert fiir 7’ = 0 zugrunde, so gelangt man zu einem Wert fiir die 


Größe Vz2 dig die Dimension einer Geschwindigkeit [hat von etwa 


cm -sec-!. Dies dürfte auch ungefähr wenigstens die richtige Größenord- 
nung der in einem wirklichen Metall auftretenden Grenzgeschwindigkeit für die 
longitudinalen Wellen sein. Die Fermistatistik sorgt also dafür, daß am ab- 
soluten Nullpunkt das Plasma seine Konsistenz nicht verliert. Damit nimmt 
die Schwingungsgleichung (2) für die longitudinalen Wellen den Charakter einer 
Bewegungsgleichung eines kontinuierlichen dynamischen Systems an. 


Wenden wir auf die Gl. (1) die Operation — n-e-rot an, so gelangen wir 
zu der Beziehung 


(A Vektorpotential). 
Hieraus ergibt sich 


2 =— neg A+ grad 
und wénn wir noch verlangen, div 7 = 0 auch div = 0 gilt, so 
können wir 
ne 
me 


setzen. Aus dieser Gleichung folgt dann 
j—h (U— %), 
wo j, und A, zeitlich konstante Vektoren bedeuten. Sie sind offenbar Vektor- 


potential und Strom, die dem ungestörten Plasma entsprechen. Daher ver- 
schwinden beide. So erhalten wir schließlich 


(3) 


Diese Gleichung ist die Fundamentalrelation in der phänomenologischen Theorie 
der Supraleitung der Brüder London”). 


Wir folgern aus Gl. (3) zunächst die Gültigkeit der Schwingungsgleichung 


der transversalen Plasmaschwingungen 
aj 


. — Aj+ i=0, (4) 
die eine unmittelbare Folge der für das Vektorpotential gültigen Beziehung 
=4nc-j 


12) A. Sommerfeld, Z. Physik 47 (1928) 1, 43. 
13) F. London, l.c. 


In einem klassischen Gas ist p und = für den absoluten Nullpunkt der Tem.) 
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ist. Die Gl. (3) und die Schwingungsgleichung (4) für die transversalen Plasma- 
schwingungen gilt wieder nur bei Vernachlässigung der magnetischen Kraft. 


In beiden Schwingungsgleichungen tritt die gleiche elementare Frequenz 
1035 sec”! {(5) 


auf, jedoch unterscheiden sich die Schwingungen beträchtlich durch ihre Aus- 
breitungsgeschwindigkeiten, da die Größe Va 2 vo von der Größenordnung 


10+” cm/sec ist. 


Die Anwendung der Operationen div und rot auf Gl. (1) entspricht einer 
Zerlegung des Vektors 3 in einen divergenzfreien und einen rotationsfreien Anteil. 
Diese Zerlegung ist vollkommen eindeutig bis auf einen räumlich und zeitlich 
konstanten Vektor, der physikalisch keine Bedeutung hat. Nennen wir 8, und 8, 
den divergenztreien und den rotationsfreien Anteil, so gilt insbesondere 


div j, = 0. (6) 


Hieraus und aus der Kontinuitätsgleichung folgt, daß die zu j, gehörenden La- 
dungen zeitlich konstant sein müssen. Sie sind daher gleich der Ladungsverteilung 
des ungestörten Plasmas und demgemäß entsprechend dem hier benutzten Grade 
der Annäherung gleich Null 

0, = 0. (6a) 


Im folgenden werden wir unter j immer den divergenzfreien Strom: verstehen. 
Die durch den divergenzfreien Vektor 3, oder j, beschriebenen Zustände 
werden wir auch als transversale Zustände bezeichnen, die anderen nennen 
wir longitudinal. 


Für die Supraleitung sind nur die transversalen Plasmazustände von Be- 
2 
deutung. Da, wie man leicht überlegt, der Ausdruck 47 I + j, abgesehen 


von einem konstanten Faktor gleich.dem zeitlichen Differentialquotienten von € 
ist, so bedeutet das Verschwinden dieses Ausdruckes, daß keine Kräfte auf ” 
Elektronen des Plasmas wirken. 


Die Gleichung 
2 
a — 0 (7) 


c2 


hat zunächst zu Lösungen den trivialen Fall j = 0, den man als das statische 
Gleichgewicht des Plasmas ansehen kann. Es gibt aber noch eine zweite Lésung, 
für die 5 nicht mehr verschwindet und fiir die neben einem zeitlich konstanten 
Strom ein Magnetfeld existiert, das sich aus j gemäß der Gi. (3) berechnet. Es 
gibt also einen Gleichgewichtszustand bei Anwesenheit eines Magnetfeldes, wenn 
das Vektorpotential des Magnetfeldes der Gleichung 
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genügt. Dieses Gleichgewicht ist aber nicht mehr statisch, sondern stationär, 
‚ Es kann nur durch einen Strom aufrecht erhalten werden, der sich aus dem 
Vektorpotential A gemäß (3) berechnet. Diesen Strom kann man umgekehrt 
so ansehen, als ob er das an den Supraleiter angelegte Feld abschirmt und den 
scheinbaren vollständigen Diamagnetismus des Supraleiters hervorruft. Die 
Gleichgewichtsbedingung (6) und (7) stimmt aber mit der Gleichung der London- 
schen Theorie zur Erklärung des Abschirmeffektes überein. Die Eindringtiefe ist) 
e 
22% 


Die Gl. (4) gilt nicht nur fiir j, sondern gemäß (3) auch für A. Da wegen) 


10cm in Übereinstimmung mit dem Experiment. 


div = 0 
auc y 
div 0 
. gilt, so ist 
e--%; 9 = rot. 


Demnach genügen © und § der gleichen .Differentialgleichung wie j, nämlich‘ 


CAE + E=0 
(8) 


Daß das skalare Potential im Supraleiter verschwindet, folgt bei uns zwangs- 
laufig aus der Zerlegung der Plasmaschwingungen in longitudinale und trans- 
versale Zustände. In der Theorie der Brüder London™) war dieses Verschwinden 
zwar als Möglichkeit diskutiert, das Zutreffen aber offen gelassen worden. Erst 
in einer späteren Arbeit haben M. v. Laue und die Brüder London") gezeigt, 
daß aus energetischen Gründen keine andere Möglichkeit besteht, als im Supra- 
leiter das skalare Potential Null zu setzen. - 

Die von uns abgeleitete Gl. (3) war für die Brüder London der Ausgangs- 
punkt ihrer Theorie und erschien dort als Postulat. Bei uns ergibt sich die Glei- 
chung. aber zwangsläufig aus unseren Grundvorstellungen. Diese liefern. also 
alle die Gleichungen, die man heute als wesentlich für die Beschreibung “= 
Supraleitung ansieht. In Maxwellscher Form geschrieben lauten sie: 


div = 0 
j=— U VE 


19-16 div = 0. 


M. v. Laue") hat schließlich die > Möglichkeit i ins Auge gefaßt, daß der Supra- 
leitungsmechanismus und der Mechanismus der normalen Leitung koexistieren 


4) F, u. H. London, 
15) M.v.Laue, F. u. H. London, l.c. 
2) M. v.Laue, Ann. Physik (5) 42 (1942) 65; 48 (1943) 223. 
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können. Auch hat er den Fall berücksichtigt, daß die Eindringtiefe eine Funk- 
tion der Temperatur und damit des Ortes ist. Schließlich formuliert er die Theorie 
relativistisch invariant. Besonders die Koexistenz der beiden Leitfähigkeits- 
mechanismen scheint uns von großer Bedeutung zu sein für den Fall nicht ver- 
schwindender Temperaturen, den wir in dieser Arbeit noch nicht behandelt haben. 
Wir hoffen, darauf in Kürze einzugehen. 


3. Die thermischen Eigenschaften des Piasmas 


Es erhebt sich nun die Frage, wie es kommt, daß das Plasma vom Gitter 
keine thermische Energie übernehmen bzw. auf es übertragen kann. Die Nicht- 
existenz Joulescher Wärme ist der deutlichste Hinweis darauf, daß eine solche 
thermische Entkoppelung von Elektronengas und Gitter in dem ee 

_ einsetzt, in dem sich der supraleitende Zustand einstellt. 


Von unserem neu gewonnenen Gesichtspunkte ist dies aber sehr leicht ein- 
zusehen. Offenbar hängt dieser Vorgang aufs engste mit der Tatsache zusammen, 
daß die spezifische Wärme des Elektronengases im supraleitenden Zustand ver- 
schwindet. Denn dies ist nur ein anderer Ausdruck für die Tatsache, daß die 
Übertragung von Energie zwischen Gitter und Elektronen zerstört ist, weil die 
Elektronen keine Energie aufnehmen können. Der Grund hierfür ist in dem 
thermischen Verhalten des Plasmas zu suchen. 

Die Gln. (2) und (4), die den Aussagebereich der Gl. (1) völlig erschöpfen, 
kann man ihrerseits als die Bewegungsgleichungen des „Plasmafluidums‘“ an- 
sehen. Wie man sieht, haben sie ebene Wellen zu Lösungen. Ist q der Aus- 
breitungsvektor und » die Frequenz einer solchen‘ ebenen Welle, so muß 

. zwischen ihnen folgende Beziehung bestehen: 


(10) 
Hier sind die w, gewisse Größen von der Dimension von Geschwindigkeiten, die 
für longitudinale Wellen den Wert w, =) = 2, fiir transversale Wellen aber 


w, = w, = c besitzen, also der Lichtgeschwindigkeit gleich sind. Eutsprechend 
der Tatsache, daß es zwei linear unabhängige transversale Schwingungsmöglich- 
keiten gibt, haben wir zwei verschiedene, nur „zufällig“ identische Geschwindig- 
keiten w, und w, eingeführt. Nehmen wir weiter das Plasma als endlich ausge- 
dehnt an, so haben die Ausdrücke für die ebenen Wellen am Rande des Plasmas 
gewissen Randbedingungen zu genügen. Denken wir uns das Plasma als einen 
Kubus und den Raum mit solchen Kuben von der Kantenlänge a lückenlos er- 
füllt, so kénnen wir als Randbedingung periodische Wiederholung der Zustände 
in den einzelnen Kuben verlangen. Dann gilt für die Frequenzen der longitu- 
dinalen und transversalen Schwingungen 


+ 


wo g, k und J. ganze Zahlen bedeuten. Die Frequenzen liegen also diskret. Ist 
aber a groß, so liegen die diskreten Frequenzen sehr dicht und man findet als 
3* 
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Zahl der Frequenzen dZ, des Frequenzintervalles v; » + dy die Größe \ 


Die nun folgenden Überlegungen entsprechen vollkommen denen von Debye 
zur spezifischen Wärme der festen Körper, nur treten an die Stelle der periodi- 
schen Schwingungen des Gitters die Eigenschwingungen des Plasmas. So muß 
also zunächst die Gesamtzahl der möglichen Eigenschwingungen gerade gleich 
3N) sein, wenn N die Zahl der Elektronen im Plasma ist. Wegen der tatsäch- 
lich vorhandenen atomaren Struktur des Plasmas können sich in ihm keine 
Wellen ausbilden, deren Wellenlänge wesentlich kleiner als der mittlere Ab- 
stand zweier Elektronen voneinander ist. Daher muß die kleinste Wellenlänge von 


der Größenordnung (7) “= nl sein. Dem entspricht die größte Frequenz 


Yni yr win: 


~ . .. . 
wo n von der Größenordnung von n ist. Dies in die Gleichung 


"mi 
3N=420 > f », dy, 
a % 


eingesetzt, ergibt: 


~ 
r= 


Wenn aber die Elektronen einen Spin mit @ verschiedenen Orientjerungsmög- 
keiten haben, so verbalten sich diese wie @ verschiedene Substanzen, von denen 
jede nur n/@ Teilchen pro Kubikzentimeter enthält. Da aber G Substanzen vor- 
handen sind, bei denen alle thermodynamischen Funktionen gleich sind, so ist 
die thermodynamische Funktion der Gesamtbeit aus der einer Komponente durch 
Multiplikation mit @ zu gewinnen. Insbesondere ist dann 


Jeder Schwingung der Frequenz » entsprechen die möglichen Energiewerte 
hv (s+ 4), wo s eine positive ganze Zahl einschließlich der Null bedeutet. Die 
Gesamtenergie ist damit gegeben durch + 


Ymi 


Zu dieser Energie tritt noch ein Nullpunktsglied hinzu, das nämlich, das vom 
Spektrum des festen Körpers herrührt, im einfachsten Falle des primitiven 
Modells die Sommerfeldsche Nullpunktsenergie. 


7) Denn 3N ist die Zahl der Freiheitsgrade von N Elektronen! 
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s (v) ist die Plancksche Funktion. Da wir uns nur für tiefe Temperaturen 
interessieren, dürfen wir 
hr 
s(vy)=e KT 
setzen, so ergibt sich 
hv 


E=E,+4nGhv zu kT dy, 


und das ist fiir sehr tiefe Temperaturen angenähert 


hm 
E—E,~ const The FT, (14) 


Daraus die spezifische Warme 
_ 


cy = const: —* KT, (15) 


Wegen der Größe von », ist demnach noch bei relativ großen Temperaturen 
die spezifische Wärme gleich Null. 


In ähnlicher Weise kann man zeigen, daß auch die Entropie des Plasmas 
verschwindet, und zwar ebenfalls weit oberhalb des absoluten Nullpunktes. Das 
ist in Ubereinstimmung mit Untersuchängen von Gorter und Casimir’) am 
supraleitenden Quecksilber. Entsprechend kommt auch das Verschwinden der 
Wärmeleitung der Elektronen zustande. . 


Übrigens ist auch der Wert der BUENOS E, von einiger Bedeutung. 
Für ihn würden wir erhalten 


E,=22Gh V vi — ve dy,. 


(16) 


Die Ausrechnung ergibt eine Nullpunktsenergie pro Kubikzentimeter ‘von der, 
Größe 10% bis 10% erg. Das ist offenbar viel zu groß. Denn die Nullpunkts- 
energie wird vernünftigerweise größenordnungsmäßig nicht größer sein dürfen 


als “©, wo R— 10° den Abstand zweier Atome im Gitter und n die Zahl der 


2 
Atome in der Volumeneinheit bedeuten. Demnach hat ~~ etwa den Wert 10% 


bis 101? erg, also sicher eine Größenordnung weniger, als der sich aus Gl. (16) 
ergebende Zahlenwert. Zam Vergleich sei daran erinnert, daß die Sommer- 
feldsche Nullpunktsenergie eines Elektronengases von der Größenordnung 
10" erg ist. 


Alle Nullpunktsenergien unserer Oszillatoren liegen frequenzmäßig zwischen 
1015 bis 10'” Hz. Die Dichte der Frequenzen nimmt mit wachsender Frequenz 


18) C. J. Gorter u. H.Casimir, Z. techn. Physik 15 (1934) 539. 
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beträchtlich zu, so daß man sofort sieht, daß 4 A - 10"? nicht nur die obere Grenze, | 
sondern größenordnungsmäßig auch der Mittelwert der Nullpunktsenergie der? 
‚einzelnen Oszillatoren ist; das ist aber ein Wert von 10 bis 10—, so daß man 
pro Volumeneinheit wiederum auf die angegebenen Werte kommt. 


Die Diskrepanz, die offensichtlich vorliegt, klärt sich in folgender Weise; 
Unsere Überlegungen gelten überhaupt nur solange, wie die Abweichung von 
der mittleren Dichte n - div § klein gegen die mittlere Dichte n selbst ist: 


divs<l1. 


Dies gilt allerdings nur für die longitudinalen Schwingungen. Für die trans- 
versalen Schwingungen haben wir entsprechend die Bedingungen zu formulieren, 
daß die Komponenten des Drehungsvektors rot ® klein sind: 


rot3<l1l. 
Setzen wir für $ eine ,,Eigenschwingung“ 
3 — 3» . o2rigr 
so ergibt sich die Bedingung 


22 
oder 


< 


Die mittlere Elongation |3,| ist für Frequenzen von 1015 Hz etwa 10-”cm, so 
- daß die Ungleichung sicher erfüllt ist. Ist aber » = 10!” Hz, so ist die mittlere 
Elongation 10, während die rechte Seite der Gleichung ebenfalls den Wert 10 
annimmt. Beide Seiten werden also von gleicher Größenordnung. 


Wir sehen daraus, daß unsere Behandlung des Problems um so ungenauer wird, 
je größer die Frequenzen sind und daß diejenigen Anteile im Integral für E,, die 
die unwahrscheinlich großen Beiträge liefern, keine sichere Begründung haben. 
Man kann daher wohl sagen, daß das Spektrum nicht so ausgedehnt ıst, wie unsere 
Formeln vortäuschen, und daß nur in der Nähe der Frequenzkante » = », die 
Verhältnisse durch harmonische Oszillatoren zutreffend beschrieben werden 
können. Für E, wird man daher richtiger einen Wert der Größenordnung 
10" bis 101? erg pro Volumeneinheit zugrunde zu legen haben. An den son- 
stigen Überlegungen dieses Passgiaphan wird, wie man sich leicht klar macht, 
nichts geändert. 


Wenn die Konsistenz des Plasmas durch th ische Einflüsse zerstört 
worden ist, hat damit das Kollektivverhalten der Elektronen aufgehört. 
Dann verhalten sich die Elektronen als Einzelgebilde und müssen statistisch 
so behandelt werden, wie das Nommerteid in seinen grundlegenden Arbeiten 
getan hat. 


Damit erhebt sich die Frage, wie es überhaupt kommen kann, daß bei so tiefen 
Temperaturen die Konsistenz des Plasmas zerstört wird. Nachdem wir gesehen 
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haben, daß eine Energieübertragung zwischen Gitter und Elektronengas nicht 
stattfindet, sollte man annehmen, daß der supraleitende Zustand auch für relativ 
hohe Temperaturen noch beliebig stabil sein kann. Demgegenüber muß aber fest- 
gestellt werden, daß unsere Überlegungen wiederum nur eine Näherung sind, die 
noch durch die Erscheinung der Wärmedehnung des festen Körpers ergänzt werden 
müssen. Man kann sich leicht überlegen, daß auf dem Umweg über die Wärme- 
dehnung eine schwache Koppelung zwischen dem Gitter und den Elektronen zu- 
stande kommt und daß diese Koppelung es ist, die wahrscheinlich für die Zerstö- ' 


# rung der Supraleitung bei steigenden Temperaturen verantwortlich gemacht werden 


muß. Die große Stabilität der Supraleitung in der Nähe des absoluten Tempera- 
turnullpunktes hängt offenbar damit zusammen, daß die Wärmedehnung am 
» absoluten Nullpunkt verschwindet. Denn es, kann wohl nicht bezweifelt 
werden, daß nicht nur der Ausdehnungskoeffizient am absoluten Nullpunkt ver- 
schwindet, sondern auch noch mindestens der erste Differentialquotient des Aus- 
dehnungskoeffizienten nach der Temperatur. Auf diese Weise wird erreicht, daß 
zunächst für kleine Temperaturen keine Wechselwirkung stattfinden kann, so daß 
‘die von uns gewählte Näherung praktisch exakt gilt, daß aber dann mit wachsendem 
Ausdehnungskoeffizienten die Wechselwirkung zwischen Gitter und Elektronen 
einsetzt und damit zum Sprung in den normal leitenden Zustand Anlaß gibt. Es 
ist daher zu erwarten, daß der Sprungpunkt mit dem Anwachsen des Ausdehnungs- — 
koeffizienten irgendwie gekoppelt sein muß. Messungsergebnisse hierüber sind 
uns nicht bekannt. Es ist natürlich von diesem Gesichtspunkt aus noch nicht 
zu verstehen, daß der Übergang der Supraleitung in die normale Leitung so 
außerordentlich plötzlich erfolgt. Allerdings muß darauf hingewiesen‘ werden, 
daß auch experimentelle Hinweise dafür vorhanden sind, daß sich der Übergang 
in den normal leitenden Zustand in einem endlichen Temperaturgebiet vor- 
bereitet, was aus Arbeiten von Appleyard, Bristow und London zu 
entnehmen ist. Sie zeigten, daß die Eindringtiefe eines magnetischen Feldes _ 
bei Zinn in einem Temperaturgebiet von einigen Zehntel Graden vom Wert 
10-5cm bis zu beliebig großen Werten anwächst. Auch Arbeiten von McLennan 
über den Widerstand von Hochfrequenzströmen am Sprungpunkt erweisen 
- einen ‚endlichen Ohmschen Restwiderstand ebenfalls einige , zehntel Grade 
unterhalb des Sprungpunktes. Man wird daraus also schließen können, daß 
der Übergang der Supraleitung in die Normalleitung tatsächlich nicht so abrupt 
erfolgt wie sie vorgetäuscht wird, wenn man gleichstrommäßig diese Übergangs- 
gegend zu verfolgen versucht. 


Die Eindringtiefe von außen auf einen Supraleiter fallenden Elektronen wird 
genau so berechnet, wie dies die Verfasser™) früher vorgeschlagen haben. Auch hier 
wird die Energie nicht an das Gitter übertragen, sondern an die Elektronen ®). 
Im Falle: des normalleitenden Metalles übertragen die Elektronen dann die 
aufgenommene Energie auf das Gitter, während diese Übertragung beim 
Supraleiter unterbleibt. Die bremsende Wirkung der Elektronen ist in beiden 
Fällen natürlich gleich groß. Dieses Ergebnis entspricht auch den experimen- 
tellen Befunden. 


») F.Möglich u. R.Rompe, Z. techn. Physik 21 (1940) 304. 

2) Daß bei Stößen zwischen Materie und Elektronen die Energieabgabe haupt- 
sächlich auf die Atomelektronen erfolgt, liegt bereits der Bohrschen Stoßtheorie als 
Annahme zugrunde. Philos. Mag. 25 (1913) 10; 80 (1915) 581. 
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4. Schlußbemerkungen 


Die soeben erwähnte Vergrößerung der Eindringtiefe magnetischer Felder etwas 
unterhalb des Sprungpunktes bei Annäherung an diesen kann sehr leicht verstanden 
werden, wenn man die Annahme macht, daß bei von Null abweichenden Tem- 
peraturen der normale und der Mechanismus der Supraleitung koexistieren. Man 
versteht dann leicht, daß die Frequenz », temperaturabhängig wird und bei An- 

-näherung an den Sprungpunkt kleiner, die Eindringtiefe größer wird. Hierdurch 
dürfte auch der Meißner-Ochsenfeld-Effekt erklärt werden können. 

Zunächst noch nicht erklären kann die Theorie jedoch, warum gewisse Metalle 
anscheinend keine Supraleitung zeigen. Auch die Zerstörung der Supraleitung 
durch magnetische Felder ist uns noch nicht in allen Einzelheiten verständlich. 

Nach einem Befund von Casimir, de Haas und van den Berg”) scheint 
sich der Widerstand von Gold bei Annäherung an den absoluten Nullpunkt zu 
erhöhen. Wenn dieses Ergebnis sich als reell erweist, so müßte man wohl 
annehmen, daß Gold eigentlich ein Isolator ist, bei dem die Energiedifferenz, 
zwischen besetztem und unbesetztem Band extrem klein, etwa von der Größen- 
ordnung 10~* erg ist.. Ein solcher Isolator würde sich oberhalb 1° K wie 
ein Metall verhalten, könnte jedoch keine Supraleitung zeigen. Man müßte 
dann also annehmen, daß alle nicht supraleitenden Metalle den Aufbau eines 
Jsolators haben und demgemäß im Wilsonschen Sinne*) als echte Halbleiter 
anzusprechen wären. Andererseits ist wiederum schwer einzusehen, warum gerade 
die einwertigen Metalle, wie etwa die Alkalien, eine solche extrem kleine Lücke 
im Spektrum aufweisen sollten. 

Diese Arbeit konnte aus zeitbedingten Gründen nicht früher erscheinen. Ein 
kurzer Auszug aus ihr wurde am 29. März 1945 der Redaktion der ,,Naturwissen; 
schaften‘ eingereicht, das Erscheinen desselben aber durch den Zusammenbruch 
verhindert. 


21) Casimir, de Haas u. van den Berg, Physica 5 (1938) 225—229. 
®) Wilson, Proc. Royal Soc. (A) 188 (1931) 458. 


Berlin, Institut für theoretische Physik der Universität, II. Physikalisches 
Institut der Universität. 


(Bei der Redaktion eingegangen am 1. Sept. 1946) 
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Uber die Absorptionsspektren einiger wasserhaltiger Salze 
des Erbiums*) 


‘Von Hans Severin 


(Mit 14 Abbildungen) 


Inhaltsiibersicht 


Es werden die Absorptionsspektren von drei wasserhaltigen Er-Salzspektren 
bei der Temperatur der flüssigen Luft untersucht und folgende Ergebnisse erzielt: 


1. In Übereinstimmung mit den Beobachtungen bei den Nd-Salzspektren und 
den Pr-Salzspektren können die Linien der Er-Salzspektren in drei verschiedene 
Linienarten unterteilt werden, nämlich in 


a) reine Elektronenübergänge; 
b) reine Elektronenübergänge mit überlagerten inneren Gitterschwingungen ; 
c) reine Elektronenübergänge mit überlagerten äußeren Gitterschwingungen. 


2. Entsprechend der Tatsache, daß wasserhaltige Er-Salze nicht fluoreszieren, 
ist die durch die mittlere Kristallfeldaufspaltung, die mittlere Linienbreite und 
die Intensität der von Gitterschwingungen herrührenden Überlagerungslinien 
gemessene Wechselwirkung zwischen Elektronentermen und Kristallgitter von 
derselben Größenordnung wie bei den ebenfalls nicht fluoreszierenden Nd- und 
Pr-Salzen. Sie ist infolge der größeren Kernladungszahl im ganzen etwas geringer. 


3. Am Spektrum des hexagonalen Er-Äthylsulfats wird der Strahlungscharak- 
ter aus dem Polarisationszustand der Absorptionslinien bestimmt. Es handelt 
sich ausschließlich um (richtungsabhängige) elektrische Dipolstrahlung. 


Die Aufnahmen zur vorliegenden Arbeit wurden im Jahre 1941 und Ende 1942 
im Zweiten Physikalischen Institut der Universität Göttingen ausgeführt. Die 
Analyse und Deutung der Spektren erfolgte 1942/43 zum Teil bei der Truppe. 
Herrn Dozent Dr. K. H. Hellwege danke ich herzlich für die Anregung zu dieser 
Arbeit und sein förderndes Interesse bei der Durchführung, ganz besonders für 
viele wertvolle briefliche Diskussionen ‘während meiner Abwesenheit von Göt- - 
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§ 1. Einleitung 


Von ‘den Er-Salzspektren ist bisher nur das des Er,(SO,),-8H,O bekannt, 
und zwar durch die Ultrarotmessungen von Gobrecht!) sowie durch die Unter- 7 
suchungen von Meehan?) und von Meehan*und Nutting*) im Spektralgebiet 
von 6750 A bis 3460 A. Im folgenden werden die Ergebnisse einer Neuvermessung 
des Er-Sulfatspektrums mitgeteilt. Im Ultraroten konnte fiir die Linien der 
Gruppe B‘) eine völlige Übereinstimmung mit den Messungen von Gobrecht 
festgestellt werden, während sich für Gruppe A ziemlich starke Abweichungen 
ergaben). Die Untersuchungen im Sichtbaren stimmen zahlenmäßig mit denen 
von Meehan und Nutting überein; jedoch sind auch in dieser mit ziemlich un- % 
reinen Substanzen durchgeführten neueren Arbeit Verwechslungen zwischen Er- | 
und Ho-Linien unterlaufen. 


In der vorliegenden Arbeit werden außer dem Sulfat noch verschiedene andere 
wasserhaltige Salze des Er untersucht mit dem Ziel, an Hand der von Hellwege®) > 
angegebenen Kriterien (mittlere Kristallfeldaufspaltung, Linienbreite, Über- 
lagerung von Gitterschwingungen über die Elektronensprünge) ein Maß für die 
Kopplung zwischen 4f-Elektronen und Kristallgitter zu gewinnen. Außerdem 
werden am optisch einachsigen Er-Äthylsulfat die Strahlungsfelder des Er+++-Ions 7 
untersucht. 


§ 2. Experimentelles 
Es wurden folgende Salze in kristallisierter Form hergestellt: 
Er(NO,), 6H,0?) triklin 
Er,Mg,(NO,),s 24H,O triklin 
Er,(SO,), - 8H,O monoklin 
Er(C,H,SO,), - hexagonal 


1) H. Gobrecht, Ann. Physik (5) 28 (1937) 673. 


2) E.J.Meehan, J. chem. Physics 8 (1935) 621. Das in dieser Arbeit untersuchte 
Er-Sulfat wird vom Verf. falschlich für Eu-Sulfat gehalten; vgl. Gobrecht, a. a. O 
Außerdem sind noch-eine Reihe von Ho-Linien als Er-Linien gedeutet. 


3) E. J. Meehan u. G.C. Nutting, J. chem. ‘Physics 7 (1939) 1002. 


4) Die starken Liniengruppen sind im folgenden vorlaufig fortlaufend durch Buch- 
staben geksnnzeichnet, da eine eindeutige Zugrdnung zu den theoretisch abgeleiteten 
Termen des Ertt+-Ions noch nicht möglich ist. 


5) Bei Gobrecht fehlt in dieser Gruppe ein wesentliches Charakteristikum aller 
Sulfatgruppen: Die Aquidistanz einer Reihe gleich intensiver Linien (s.u.). Gobrecht 
selbst macht in seiner Arbeit S. 680 auf diese „gleich weit voneinander entfernten, 
Tr und gleich starken Linien, die charakteristisch für Er zu sein scheinen,“ 

merksam. 


6) K.H.Hellwege, Ann. Physik (5) 40 (1941) 529. 
7) Da sich je nach den Kristallisationsbedingungen verschiedene Hydratstufen von 
Er-Nitrat ergeben, ist der angegebene Wassergehalt nicht ganz zuverlässig. Sicher aber 


kommt das ausgemessene Spektrum nur einer Kristallform zu, da es an zerbrochenen 
Einkristallen gewonnen wurde. 
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Als Ausgangsmaterial zur Darstellung der Salze dienten verschiedene im Institut 
vorhandene Er-Präparate, darunter 3g Er,0, von den Sendlinger Optischen 
Glaswerken und 2g von Prof. Prandtl hergestelltes reinstes Er,O,. Als Verun- 
' zeinigung konnten in beiden Präparaten Ho-Linien Er werden, die sich 
' den Er-Absorptionen im allgemeinen sehr störend überlagern®), die jedoch durch 
Intensitätsvergleich an Hand der Aufnahmen beider Präparate ausgeschieden 
werden konnten. 


Da fast alle Salze optisch zweiachsig sind, also für Untersuchungen mit polari- 
siertem Licht kaum in Frage kommen, wurde mit Ausnahme des Er-Athyl- © 
sulfates auf saubere Einkristalle, deren Herstellung sich.durch gelegentlichen 
Einschluß von Mutterlauge sehr erschwert, weniger Wert gelegt. Der: Viel- 
kristallmethode (s. u.) entsprechend genügten polykristalline Präparate, die aus 

‚ konzentrierten Lösungen gewonnen wurden. Beim Er-Sulfat wurde außerdem 
das leichte Kristallwasser durch schweres ersetzt, was durch Umkristallisieren 
des „leichten‘‘ Salzes in einer Vakuumapparatur aus D,O bei 2-5 mm Druck 
geschah. 


Die Aufnähmen wurden an allen vier Salzen nach der ,,Vielkristallmethode“ 
angefertigt, bei der über alle Kristallrichtungen gemittelt wird. Die Schichtdicke 
der Konglomerate variierte von 20 mm bei sauber gebrochenen Kristallstücken | 
von 1-3 mm® Größe bis etwa !/, mm bei dünnstem zwischen zwei mattierten Glas- 
plättchen zerriebenem Kristallpulver®). Beim hexagonalen Äthylsulfat wurden 
außerdem an sauberen Einkristallen zur Untersuchung der Strahlungsfelder 
Aufnahmen mit polarisiertem Licht gemacht. 


Optische Ausrüstung und Aufnahmetechnik waren dieselben wie bei Rosa”). 


Die Platten wurden mit einem Meßmikroskop von Zeiss mehrfach ausgemessen. 
Als Vergleichsspektrum diente das des Eisenbogens. Die schärfsten Absorptions- 
linien sind etwa 0,6Ä breit und lassen sieh auf Gitteraufnahmen mit einer 
Genauigkeit von etwa + 0,2 A (+0,6cm”!) ausmessen. Für die schärfsten 
Linien der Glasspektrographenaufnahmen liegt die Fehlergrenze etwa bei 
+ 0,7 Ä(+ 2 cm), für die diffusen Linien bei + 2,5 A (+ 6,5 cm"). 


$ 3. Experimentelle Ergebnisse 
a) Allgemeiner Aufbau der Spektren 


Wie bei den Nd+++- und Pr+++-Salzspektren!!) lassen sich bei den Er+++- 
Salzspektren folgende Arten von Linien unterscheiden: 


®) Die starken Ho-Linien liegen im Sichtbaren in folgenden Spektralgebieten: 15425 
bis 15610 cm-!, 18460—18650 em-!, 20560—20695 cm, 21024—21149 em-!, 21316 bis 
21439 cm, 22060—221 5 cm-! (diese Zahlen stammen von Aufnahmen am Ho-Sulfat). 
Die Ho-Linien on in bezug auf die Er-Absorptionen an der kurzwelligen Seite 


der Gruppen D, 
hineinreichend. 


*) Vgl. dazu H. Ewald, Ann. Physik (5) 84 (1939) 209; P. Lehmann, Ann 


und an der langwelligen Seite der Gruppe H, teilweise in diese 


Physik (5) 84 (1939) 389; A. Hellwege, geb. Roever, Ann. Physik (5) 87 (1940) 
10) A.Rosa, Ann. Physik (5) 48 (1943) 161. 
1) H. Ewald, a.a.O. und A. Hellwege, a.a.0. 
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1. Reine Elektronensprunglinien mit Frequenzen rz). 


2. Überlagerungslinien, d.h. Linien mit Frequenzen vg,+ vg. ‚Dabei sind 
vg Schwinguggsfrequenzen des Kristallgitters. Im Spektrum werden so- 
wohl innere Schwingungsfrequenzen im Kristall vorhandener Komplexe 
(NO,-, SO,—, H,O) beobachtet als auch die Frequenzen äußerer Schwin- 
gungen, an denen diese Komplexe als ganze beteiligt sind.. 


Diese Ordnung der Linien läßt sich für alle angegebenen Salze durchführen 
mit Ausnahme des Er,Mg,(NO,),, : 24H,O, dessen Spektrum bei der Temperatur 
der flüssigen Luft noch sehr diffus ist, so daß es nicht ausgemessen wurde. Eine 
Erklärung für diese ungewöhnlich geringe Linienschärfe kann vorläufig nicht 
gegeben werden. 


Eine Übersicht über das gesamte experimentelle Material geben die Tabellen 1 
bis 3. Es bedeuten im folgenden: 


I: Von der tiefsten Aufspaltungskomponente des Grundterms ausgehend, 


II, IH, IV: Von der ersten, zweiten, dritten angeregten Aufspaltungskompohente 
des Grundterms ausgehend. 


Die geschätzte relative Intensität wird angegeben durch: ss = sehr stark, s = stark, 
m = mittel, w = schwach, ww = sehr schwach. 


Tabelle 1 
Die Linien des Er(NO,);, -6H,0O und ihre Zuordnung 


Inten- Deutung (em!) Deutung 


(em) | gitat 


10157 14563 
10188 
10249 
10277 
10292 
10310 
10332 
10347 
10365 
10393 
12379 
12414 
12433 
12469 
12528 


12582 


12636 
12686 
12739 
14472 
14514 
14546 |. 


‘TI 14616—53 
I > 
I: 

I 

II 15268—54 
I 
I 


II 15356—54 
II 15376—53 


(I 
1541054 
1543355 
I 
I 


I 
NO, 15356 + 713%) 
15356 + 730 
15376 + 741 
15410 + 730 
15356 + 810 
15376 + 810 
15410 + 812 


I 
I 
I 
II 10332—55 
II 10347—55 
II 10365—55 


12) Überlagerung innerer Gitterschwingungen des NO,-Komplexes. 
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Tabelle 1 (Fortsetzung) 


(cm™) 


Deutung 


(em) 


Deutung 


16242 
18318 
18350 
18387 
18408 
18441 
18495 
18549 
19153 
19172 
19193 
19208 
19226 
19237 
19247 
19267 
19279 
19290 
19320 
19304 
19358 
19454 
19474 
19487 
19528 
19542 
19595 
20241 
20325 
20335 
20353 
20366 
20392 
20404 


20431 | 


20510 


15431 + 811 
I 
I 
II 18441—54 
I 


I 
II 18549—54 
I 


II 19208—55 
II 19226—54 
II 19247—54 
I 

I 

II 19279—53 
II 19290—53 


I 
II 19320—53 
I 


I 
I 
- 19358—54 


No, 18408 + 1046 


. 18441 + 1033 
18441 + 1046 
18495 + 1033 
18495 + 1047 
18549 + 1046 
19208 + 1033 
19279 + 1046 
19290 + 1045 
19320 + 1033 
19320 + 1046 
19358 + 1034 
19358 + 1046 


I 
II 20563—53 


20540 
20563 
20570 
20582 


Sy 


Tabelle 2 
Die Linien des Er,(SO,),-8H,O und ihre Zuordnung 


19208 + 1332 
1 


19208 + 1362 
20637—55 

19226 + 1363 
19279 + 1330 


19279 + 1362 
19290 + 1361 
20722—53 

19320 + 1363 


i 
20510 + 713 
20510 + 730 
20510 + 742 
20563 + 712 
20563 + 731 
20563 + 742 
20510 + 811 
20510 + 831 
20637 + 712 
20637 + 731 
20563 + 811 
20637 + 742 
20563 + 831 
20637 + 813 
20637 + 831 
2229953 
22317—53 
2233555 


22620—54 
22687—54 


Inten- 
sität 


Deutung 


(em?) 


Inten- 


sität 


Deutung 


IV 10182—87 

III 10182—42 
II 10182—21 
I 


III 10250—41 
II 10250—21 
I 


II 10293—21 
I 


12130 
12255 
12323 
12344 
12368 
12389 
12410 
12433 
12455. 


I 
I 

II 12344—21 
I 


TIL 12410—42 
II 12410—21 


I 
_ IL 12455—22 
I 


| 
Inten- Inten- 
sind | 
n | | 
win | NO, 
| G Il 
20589 | NOs 
ihren | G 
ratur | - 2 
20641 NO, | 
Eine | 20651 
nicht | G 20669 II 
20683 NO : 
| G 20722 
21252 3 
| 21275 4 

| 21294 
| 21305 4 
mente 21321 
| 21341 x 
21349 
stark, | 21368 
21374 
| 21379 
| 21394 | 
21450 

21468 
22246 
22264 
| 22280 I ‘ 
— 22299 I 
| 22317 I | 
22335 1 
22566 
22620 I | 
G 22633 II 
13) 
er 10161 ww | 
30) 10182 ww 
ir 10229 | 

10272 8 

10298 : 
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Tabelle 2 (Fortsetzung) 


Deutung 


(em?) 


Deutung 


D 
D 
D 
D 
D 
D 
D 
D 
D 
D 
D 
D 
D 
D 


eb 


II 12504—21 
I 


I 
II 12580—21 
I 
II 12645—21 
I 
II 12766—22 
I 


II 14599—20 ~ 
I 


I 
SO, 14599 + 425%) 
14636 + 424 
IV 15246—86 
- JIT 15246—41,3 
IT 15246—19,5 
I 


II 15285,6—19,6 
III 15310,4—41,4 
<I 

II 15310,4—19,9 
III 15338,6—41,3 


I 
= 15338,6—19,7 


III 15395,8—41,2 
II 15395,8—19,7 


I 
SO, 15205 + 1004 
15246 + 1002 
15266 + 1004 
15290 + 1003 
15310 + 1004 
15319 + 1003 
15339 + 1004 
15376 + 1006 

IV 18387,4—86,2 
III 18387,4—41,5 
IV 18447,5—86,1 
II 18387,4—19,6 


I 
III 18447,5—41,5 
II 18447,5—19,4 


I 
SO, 18346 + 424 
18387 + 424 
18406 + 427 
18428 + 426 

IV 19115,9--86,3 
IV 19143—86,9 


19074,3 
19096,2 
19101,4 
19115,9 
19123,2 
19131,6 
19143 

19144,5 
19155 

19166,1 
19176,4 
19186 

19198,8 
19218 

19221,3 


19241 


III 19115,9—41,6 

IT 19115,9—19,7 

IIF 19143—41,6 
I 


Il 19143—19,8 
IV 19218—86,4 


I ‘ 
III 19186—41,5 
IV 19241—86 
II 19186—19,9 
III 19218—41,6 


I 

II 19218—19,2 
I 

II 19241—19,7 
I 

19260,6—19,6 
I ; 


SO, 18346 + 1001 
18387 + 1005 
18428 + 1003 
18448 + 1002 
19074 + 1004 
19096 + 1003 
19116 + 1003 
19143 + 1005 
19186 + 1003 
19199 + 1006 
19218 + 1005 
19241 + 1004 
19261 + 1004 

IV 20508,8—86,3 
IV 20538,3—86,6 
III 20508,8—41,6 
II 20508,8—19,3 
III 20538,3—41,3 


I 
20538,3—19,4 


I 
IIT 20625,1—41,1 
20625,1—19,5 


SO, 20467 + 424 
20489 + 424 


13) Überlagerung innerer Gitterschwingungen des SO,-Komplexes. 


| 


46 
| Inten- |. 

12483 | 

12504 

12529 

a 12559 

12624 

12645 
12744 
12766 Di 
12801 I 
12833 I — 
3 12896 I 

14599 

4 14636 | | 

15024 

2 15160 19260,6 

A 15204,7 19347 

a 15226,5 | 19392 | 

15246 | 19431 

a 15266 19450 | 

= 15269 20078 

> 15285,6 20099 

15290,5| ss 20119 

a 15297,3 20148 

15310,4 20189 | 

15338,6 20223 | 

7 15376,1 20265 

15395,8 | 20422,5 

a 16209 | 20451,7 

x 16248 20467,2 | 

| 20489,5 | 

4 16293 20497 

4 16314 | 20508,8 

16322 | 20518,9 

R 16343 20538,3 

a 16382 | 20558,1 

18301,2 | 20584 

18345,9 20605,6 

= 18361,4 | 20625,1 

Eu 18367,8 | 20891 | 

18387,4 20913 

18406 21009 20584 + 425 | 
= 18428,1 21029 20606 + 423 © 
18447,5 21050 20625 + 425 

> 18770 | H 22110 IV 2219686 

: 18811 | H 22130 IV 9216-86 
18833 H 22155 II 2219641 

18854 H 22176 II 2219620 

= F 19029,6 | H 22196 I 

a F 19056,1| ww H 22216 I 

. 
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Tabelle 2 (Fortsetzung) 


(em!) Deutung (em!) Deutung 


H 22221 II 22241—20 22539 |- I 

H 22241 I 22549 III 22590—41 
J 22452 IV 2253987 22570, II 22590—20 
J 22498 -III 22539—41 22590 

J 22519 II 22539—20 


Tabelle 3 


Die Linien des Er(C,H,SO,);-9H,O-und ihre Zuordnung mit Angabe über 
die Orientierung der Dipole für die reinen 


Dipol- 
(em!) Deutung orien- | (cm!) Deutung 


tierung 


A 10033 
A 10079 
A 10134 
A 10165 
A 10201 
A 10225 
A 10250 
A 10270 
A 10295 
B 12315 
B 12351 
B 12379 
B 12424 
B 12450 
B 12487 
B 12533 
B 12585 
B 12610 
B 12650 
B 12685 
© 14377 
C 14443 
14458 
C 14489 
D 16125 
D 15170 
D 15233 
D 15264 
D 15295 
D 15339 
D 15358 
D 15377 
E 18353 
E 18384 
E 18415 
E 18445 


10079—46 14) 


10270—45 
10295—45 


OF OOFOOFFFOFOF 


FO=-==- 


++ +++ 


20586—45 


Bun 


14) Die Zeichen dieser Spalte beziehen sich auf den auf $. 56f. behandelten Polarisa- 
tionszustand der betreffenden Linien. 

») In den ultraroten Gruppen A und B kann der Polarisationszustand nur für die 
intensivsten Linien angegeben werden. 


| +3. | 
_ 
11,6 © 
19,7 @ 
‚6 
8 
‚4 
‚9 
9 orien- 
a | | 
I . z 
19,6 I i 
001 II 19109—45 
005 II 19144—45 
003 
002 II 19172—46 ae 
004 I 
003 I 
003 7 II 19245—44 
005 II 19257—44 = 
006 (ir 19290—45 
005 I 
004 I 
004 80, 
6,3 18353 + 996 | . N 
36,6 18384 + 996 Eu 
11,6 18415 + 994 
19,3 18445 + 996 
11,3 18490 +- 995 
1917 584 
19,4 1920 586 
1924 685 ° 
1925 585 
11,1 1929 584 
19,5 1917: 996 
1924 995 
24 995 
25 I 
25 I ik: 
1 : 


‘ 


Tabelle 3 (Fortsetzung) 
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Dipol- Dipol- 
(em!) Deutung orien- | Deutung orien- 
tierung tierung 
G 20649| ss I O H 22279) ss I O 
H 22111 m | II 22156—45 O J 22467] w | II 22512—45 AS 
H 22156} s| I © | 22512) m| I i 
H 22177 w | II 22222—45 | J 22543 s | II 22588—45 ! 
H 22908; s | II 2225345 I 
H 2222| m | I | 22634—46 
H 22233 s | II 22279—46 i J 22615 8 I O 
H 22253; ss | I Bi: J 22634) ss I O 


b) Schwingungsüberlagerung 

Wegen ihrer relativ geringen Intensität sind die Uberlagerungslinien erst bei 
der Anwendung sehr dicker Kristallschichten erkennbar**); die dann beobachteten 
schwachen Linien finden sich auf der kurzwelligen Seite der starken Liniengruppen 
jeweils in Abständen unter 300 cm”! (äußere Schwingungen) und von 400 bis 
1400 cm”! (innere Schwingungen). Eine einwandfreie Ausmessung dieser Linien 
und ihre Zuordnung zu den entsprechenden reinen Elektronensprunglinien ist 
jedoch meist nur darin möglich, wenn sie nicht in ein Spektralgebiet fallen, in dem 
die viel intensiveren Elektronensprunglinien anderer Gruppen sie völlig überdecken, 
oder wo sie von den etwa gleich intensiven Linien des als Verunreinigung vorhan- 
denen Ho nicht unterschieden werden können. 


Abb. 1 und 2 zeigen schematisch die starken Linien der Gruppen E und F des 
Sulfats bzw. Äthylsulfats mit den zugehörigen inneren Schwingungslinien. Aus- 
gezogen sind die genügend genau gemessenen, gestrichelt die, welche-nicht beob- 
achtet werden konnten (wegen zu geringer Intensität und Schärfe oder wegen 
Überlagerung durch andere Absorptionen). Die darüber gezeichneten Klammern 
deuten an, wie die Linien zusammengefaßt werden können, damit die gleiche An- 
ordnung der Überlagerungslinien und der zugehörigen reinen Elektronensprung- 
linien besonders deutlich hervortritt. Die über die Klammern geschriebenen 
Zahlen sind die überlagerten Schwingungsfrequenzen vg, die sich aus den Linien- 
abständen ergeben. Der Vergleich der so beobachteten vg-Werte mit den aus dem 
Ramaneffekt bekannten Eigenfrequenzen des NO,-- und SO,---Ions!”) ergibt 
eine gute Übereinstimmung. Das zeigt Tabelle 4, die zum Vergleich auch die bei 
den Nd-Salzen beobachteten Werte nebst Intensitätsangaben enthält. 


Bemerkenswert ist, daß die ramanaktive Frequenz 725 cm”! des Nitrations 
im Er-Nitrat, wie beim Nd und Pr, aufspaltet in drei Frequenzen, von denen wie- 
derum die mittlere am schwächsten ist. Die Frequenzen 725, 835 und 1055 cm! 
wurden an je zwei verschiedenen Gruppen des Spektrums beobachtet, so daß sie 


als gesichert anzusehen sind. Die Frequenzen 1370 cm”! wurde nur als Wieder- © 


16) Wegen der damit verbundenen außerordentlich langen Belichtungszeiten wurden 
diese Linien nur im sichtbaren Spektralgebiet untersucht. 

1”) K.W.F.Kohlrausch, Der Smekal-Raman-Effekt (die angegebenen ungefähren 
Werte sind Mittelwerte aus.den verschiedensten Kristallen). 
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holung der Gruppe D beobachtet, und zwar mit einer Aufspaltung in 1332 und 
1362 cm”!, der zweite Wert innerhalb der Meßgenauigkeit für sämtliche starken 
Linien der Gruppe D. Abb. 3 zeigt diese Aufspaltung der NO,-Frequenzen 725, 
835 und 1055 cm”! durch das Kristallfeld für je eine Gruppe des Nitrats. 


Tabelle 4. 
Frequenzen der komplexen Gitterbestandteile (in em-!) 
a) des NO,--Ions 


Bezeich- | Ungefähre Beobachtete Frequenzen | Relative Intensität 


nung | Frequenz | Er-Nitrat | Nd-Nitrat | Er | Nd 


129419) 


b) des SO,-~-Ions 


Bezeich- | Ungefähre | Beobachtete Frequenzen | Relative Intensitat 


nung Frequenz | Er-Sulfat Nd-Sulfat Er Nd 


450 


995 
| 1011 
Beim Er-Sulfat konnte in keinem Fall eine Aufspaltung einzelner Schwingungs- 
frequenzen beobachtet werden ®), obwohl eine solche wegen der Aufhebung der 
Ertartung durch das Kristallfeld zu erwarten wäre. Wegen der an sich geringen 
Intensität dieser Linien wird wahrscheinlich nur die intensivste Komponente 
beobachtet. Die Frequenzen 425 und 1004 cm”! wurden als Wiederholungen von 
je drei verschiedenen starken Gruppen festgestellt; sie sind also völlig gesichert. 


Beim Er-Äthylsulfat wurden die beiden Gitterfrequenzen 585 cm-! und 
995 cm”! beobachtet. Sie stimmen annähernd mit den Frequenzen 615 em! 
und 990 cm! des Sulfations überein). Es ist also die Frage, ob das (C,H,SO,)-- 
Ion überhaupt als weitgehend abgeschlossenes System im Gitter vorhanden ist. 
Bisher sind zwei Ramanuntersuchungen am Äthylsulfation bekannt; nämlich 
Messungen von Médard und Deguillon®) am K- und Na-Äthylsulfat sowie 
von Médard und Marchand*) an neutralen Alkylsulfaten. Der in unserer Unter- 


18) Die Frequenzen 815 und 825 cem-! werden am NdZn-Nitrat mit schwacher Inten- 
sität beobachtet; vgl.K.H. Hellwege u. A. Roever, Z. Physik 114 (1939) 564. 

19) Die Frequenzen 1310 und 1356cm-! werden am NdZn-Nitrat mit mittlerer 
Intensität beobachtet; vgl. K.H. Hellwege u. A. Roever, a.a.O. 

20) Siehe Abb.1 und 2 und Tabelle 4. 

21) Mittlere Werte von Sulfatkristallen siehe Tabelle 4 b. 

22) Medard u. Deguillon, C. R. Acad. Sci. Paris 208 (1936) 1520. 

23) Medard u. Marchand, C. R. Acad. Sci. Paris 202 (1936) 320. 
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suchung gefundenen Frequenz 585 cm”! könnte eine Frequenz von 591 cm”! am 
neutralen Alkylsulfat entsprechen, die jedoch an den Salzen nicht gefunden 
wurde, so daß aus ihrem Auftreten über das Vorhandensein eines (C,H,SO,)-- 
Komplexes im Er-Äthylsulfatkristall nichts ausgesagt werden kann. Bei der 
Frequenz 995 cm”! handelt es sich sicher um eine Schwingung des SO,-Tetraeders, 
dieses hat nämlich seine Hauptschwingung (Pulsation) bei 990 cm”!. In den 
Untersuchungen von M&dard®*) fehlt diese Frequenz im Ramanspektrum des 
neutralen Äthylsulfates, während bei den beiden Salzen eine Linie bei 1010 cm-! 
angegeben wird. 

Innere Schwingungen des H,O-Moleküls wurden bei allen drei Salzen als 
Wiederholung der Gruppe F beobachtet. Da diese Linien infolge von Assoziation 
der H,O-Molekiile außerordentlich diffus und bis zu 15 em”! breit sind, nur an 
dieser einen Stelle des Spektrums, nämlich auf der kurzwelligen Seite der Gruppe G, 
auftreten und dort außerdem eine störende Ho-Absorption liegt, so unterblieb 
eine Zuordnung zu den einzelnen Linien der Gruppe F. Die Ausmessung lieferte 
einen Mittelwert für sämtliche Salze von vg ~ 1630 cm. 

Kombinationsfrequenzen®) werden in keinem Falle beobachtet. 

Die Intensitätsangaben der Tabelle 4 bedeuten geschätzte relative Intensitäten 
der Überlagerungslinien im Vergleich mit den reinen Elektronensprunglinien. 
Das Intensitätsverhältnis nimmt ab in der Reihenfolge Pr, Nd, Er. 

Die noch übrigbleibenden schwachen Linien auf der kurzwelligen Seite der 
Gruppen D, E und F im Abstand bis zu 300 cm”! von diesen werden äußeren 
Gitterschwingungen zugeordnet. Dafür sprechen vor allem ihre Lage und die 
Intensität der Linienmaxima, die im Verhältnis zu derjenigen der reinen Elek- 
tronensprunglinien meist schwach ist**). Da dieses Intensitätsverhältnis genau 
wie bei den inneren Gitterschwingungen in der Reihenfolge Pr, Nd, Er deutlich 
abnimmt, so ist die Gesamtzahl der beobachteten Überlagerungslinien bei Er 
wesentlich geringer als beim Nd und Pr. Trotzdem ist wegen der großen Zahl 
der reinen Elektroneusprunglinien eine eindeutige Zuordnung zu diesen nicht 
möglich. Da außerdem an derselben Stelle die Absorptionen des verunreinigen- 
den Ho (s.o.) eine genaue Ausmessung stören, so wurde anf die Angabe der 
Wellenzahlen dieser Linien verzichtet. Ihre Existenz dagegen ist völlig sicher 
und auch der Frequenzbereich der überlagerten Gitterschwingungen stimmt mit 
dem beim Pr und Nd beobachteten überein. Insbesondere treten beim Er-Sulfat 
die Frequenz v».; = 19 cm! und beim Er-Nitrat die Frequenz v4 = 209 cm! 
deutlich hervor. 


c) Kristallfeldaufspaltung der reinen Elektronensprunglinien 

’ Neun starke Liniengruppen werden in den Spektren der Er-Salze beobachtet, 
und zwar zwei im ultraroten und sieben im sichtbaren Spektralgebiet. Sie treten 
auch bei dünnen Kristallpulverschichten noch in Form starker Absorptionsbänder 
in Erscheinung, wobei ähnlich wie beim Nd die Stärke der Absorption vom Sulfat 
über das Nitrat bis zum Äthylsulfat der zunehmenden Verdünnung entsprechend 
abnimmt. Die linienhafte Struktur der Gruppen wird erst bei Aufnahmen mit 
dünnsten Pulverschichten (s. o.) erkennbar. Gleichzeitig fallen die Überlagerungs- 


*4) Médard u. Mitarbeiter, a. a. O. 
®) Vgl. K.H. Hellwege u. A. Roever, Z. Physik 114 (1939) 564. 
6) Dem Augenschein nach sind diese Linien wohl auch etwas breiter als die reinen 
Elektronensprunglinien. 
4* 
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linien wegen zu geringer Intensität sämtlich aus, so daß die übrigbleibenden inten- 
siven Linien als reine Elektronenübergänge angesprochen werden dürfen. Dem- 
nach denkt man sich also eine solche Liriengruppe entstanden aus den Uber. 
sero rm gängen vom Grundterm zu den durch das 
1 : Kristallfeld aufgespaltenen Termen einer 

' höher liegenden Multiplettkomponente, 
Dabei erfährt das Gesamtbild einer 
Gruppe dadurch eine Komplizierung, 
daß meist auch der Grundterm auf. 
spaltet. Beim Nitrat und Athylsulfat 
wurden zwei, beim Sulfat vier der- 
artiger Aufspaltungskomponenten be- 
obachtet; mit den folgenden Wellen- 
zahlen: 


| 


' 
| 
' 


Er-Nitrat 54 cm! 

Er-Sulfat 0cm-!, 19,6 
Er-Äthylsulfat 0 45 


- 


Abb. 4. Grundtermaufspaltung des 

Nitrats, Gruppe F Beim Nitrat und Äthylsulfat sind die 

von der II-Komponente (d.h. von der 

ersten angeregten Aufspaltungskomponente) des Grundterms ausgehenden Linien 

leicht daran zu erkennen, daß sie etwa im Verhältnis der Besetzungszahlen 

schwächer sind als die entsprechenden von der I-Komponente (d. h. von der tief 

Linien. Das veranschaulichen 

Abb. 4 und 5 für je eine Gruppe 

des Nitrats und Äthylsulfats. In 


7 

vereinzelten Fällen kommt es 
| 


jedoch auch vor, daß beide 
Komponenten etwa gleich in- m 


tensiv sind, was auf eine ent- 
sprechend höhere Ubergangs- 
wahrscheinlichkeit für die II- 
Komponente schließen läßt. 
Fehlt diese im umgekehrten Fali 
bei sehr intensiver I-Komponen- 
te, so jwird sie neben der klei- 
neren Besetzungszahl auch eine EEE 
entsprechend kleinere Ubergangs- Abb. 5. Grundtermaufspaltung des Athylsulfats, 
wahrscheinlichkeit haben. Gruppe H 
Erheblich verwickelter liegt 

der Fall beim Sulfät. Hier kommen nicht nur vereinzelt, sondern in fast 
allen Grappen Linien vor, die bei der visuellen Ausmessung unter dem 


27) Mittelwerte aus besonders genau einmeßbaren Gitteraufnahmen der Gruppen 
D,E,F,Gs.u. 

In guter Übereinstimmung mit Meehan, a.a. O.: 24 und 41 em”! sicher, 81 cm 
unsicher, sowie mit F.H. Spedding, J. chem. Physics 5 (1937) 316: berechnete Werte 
19 cem-!, 39 em!, 85em-! und 89 em!, 
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Meßmikroskop im Rahmen der dort möglichen Meßgenauigkeit völlig 
äquidistant und gleich intensiv erscheinen, eine Erscheinung, um deıen 
Deutung sich bereits Meehan a. a. O. und Meehan und Nutting 
a.a. O. ohne Erfolg bemüht haben. Der Abstand dieser Linien würde 20 cm! 
betragen, also innerhalb der visuell möglichen, durch die Einstellgenauigkeit 
auf den Linienschwerpunkt begrenzten Meßgenauigkeit übereinstimmen mit 
der Grundtermaufspaltung, die in 21 Fällen mit „richtigem“, d. h. dem 
Boltzmannfaktor entsprechendem Intensitätsverhältnis einwandfrei gemessen 
wird. Will man die gleich intensiven Linien wegen dieser Intensitätsgleichheit 
nicht als Paare von je einer I-Linie mit der zugehörigen II-Linie deuten, so bleibt 


17 


| 
I 
| 


| 


Abb. 6. Er-Sulfat, Gruppe D Abb. 7. Er-Sulfat, Gruppe E 


als einzige Möglichkeit die folgende übrig: Man muß annehmen, daß erstens die 
angeregten Zustände in lauter äquidistante Komponenten aufspalten und daß 
zweitens dieser Komponentenabstand gleich dem Abstand der beiden tiefsten 
Grundtermkomponenten I und Il ist. Die Folge würde sein, daß außerordentlich 
viele Linien im Spektrum zusammenfallen und somit die beobachteten Inten- 
sitäten Summen mehrerer Linienintensitäten sein würden. Auf diese Weise 
lassen sich natürlich alle beliebigen Intensitätsverhältnisse verstehen. Die 
Wahrscheinlichkeit für die Richtigkeit dieser Annahmen ist aber außer- 
ordentlich klein. 

Tatsächlich ergibt sich auch ein anderer experimenteller Befund, wenn 
man die Meßgenauigkeit bis an die äußerste Grenze treibt. Dazu wurden 
Aufnahmen mit dem 3 m-Konkavgitter gemacht, und zwar an so ab- 
gestimmten Schichtdicken, daß die Absorptionslinien möglichst tief, aber 
gerade noch nicht bis auf den Plattengrund durchabsorbiert waren. Auf den 
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von diesen Aufnahmen mit einem Zeissschen Mikrophotometer hergestellten 
Photometerkurven ließen sich dann die Linienschwerpunkte in den Linien- 
gruppen D, E, F, G mit einer Genauigkeit von mindestens +0,1Ä (+0,3cm-) 
ausmessen. Es ergab sich so, daß die Linien keineswegs genau äquidistant 
sind und daß sich eine zwangiose Deutung durchführen läßt, die keine Linien- 
koinzidenzen mehr benötigt. Es zeigt sich dabei, daß wirklich in vielen Fällen 
die von der angeregten Grundtermkomponente ausgehenden Linien etwa 
ebenso intensiv sind wie die von der tiefsten ausgehenden, was bei gleich 
großer Übergangswahrscheinlichkeit nicht sein dürfte. Da aber die Deu- 
tung der Linien durch ihre genau vermessene Lage sichergestellt ist, so läßt sich 


~ 


~ 


-- -— —-- 


N 


Abb. 8. Er-Sulfat, Gruppe F Abb. 9. Er-Sulfat, Gruppe G 


dieser Befund wohl nur durch die Annahme einer größeren Übergangswahr- 
scheinlichkeit für die II-Linien verstehen. Zur Veranschaulichung dienen die 
Abb. 6—10. 


Leider stand nur flüssige Luft zur Verfügung, so daß die Aufnahmen nicht 
auch bei tieferer Temperatur gemacht werden konnten. Eine derartige Unter- 
suchung hätte die Zuordnung der Linien wesentlich erleichtert, da die von höheren 
Grundtermkomponenten ausgehenden Linien mit steigender Temperatur ent- 
sprechend der Zunahme der Besetzungszahlen intensiver werden, während die 
Intensität der von der tiefsten Komponente ausgehenden Linien entsprechend 
abnimmt. Die in den Tabellen 1 bis 3 getroffene Zuordnung der Linien deckt 
sich aber, abgesehen von ganz wenigen Ausnahmen, mit den Angaben von 
Meehan und Nutting a.a.O. über den Gang der Linienintensitäten mit 
der Temperatur. 


Die sorgfältige Aussonderung aller Linien, die von einer höher angeregten 
Komponente des Grundzustandes ausgehen, ist Voraussetzung für die Berech- 
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nung der mittleren Aufspaltung durch das Kristallfeld, da nur die vom Grund- 
niveau ausgehenden Elektronensprunglinien ein direktes Bild der Aufspaltungs- 
komponenten irgendeines angeregten Zustandes sind. Die Abstände dieser 
Linien ergeben im Mittel über alle Liniengruppen die „mittlere Kristallfeldauf- 
spaltung“; sie ist beim 


Er-Nitrat 48 cm! (Mittelung über 38 Linienabst.) 
Er-Sulfat 43 ( ) 
Er-Athylsulfat 45cm-1 (_,, ) 
ie ies: Die Werte fiir die drei Salze stimmen also 
' 


sehr gut iiberein. Die Abb. 11 zeigt die 
Verteilung der Einzelwerte Av um den 


Mittelwert Ay für den Fall des Sulfats. 


------- 


II | 

A 


Abb. 10, Er-Sulfat, Gruppe H Abb. 11. Verteilung der Aufspaltungswerte 
Av um den Mittelwert Zy 


d) Linienbreite 


Beim Sulfat wurde die Linienbreite durch Photometrierung der Gruppen E 
und F ermittelt. Die aus den Photometerkurven gefundenen Halbwerts- 
breiten sind keineswegs gleich, so daß auch hier nur die Angabe eines Mittel- 
werts zweckvoll ist. Außerdem liegen die Linien in den Gruppen so dicht, 
daß ihre Flügel sich stark überlappen, die Auflösung der Gruppe in ein- 
zelne Linien also nur mit verhältnismäßig großer Ungenauigkeit möglich ist. 
Deshalb wurde auf eine Umzeichnung der Photometerkurven auf Intensitäten 
verzichtet). Die so für das Er-Sulfat gefundene mittlere Linienbreite beträgt 
etwa 9 


28) Bei einer noch nicht abgeschlossenen Untersuchung an Aufnahmen von Nd- 
Linien mit gleichen Schwärzungsverhältnissen wurde festgestellt, daß der dabei im 
Einzelfalle begangene Fehler 10% nicht überschreitet. 
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e) Die Strahlungstelder der Er*++-Ionen im hexagonalen 
Äthylsulfatkristall 


Die Experimente schließen sich an früher mitgeteilte Untersuchungen von 
Deutschbein®) an Eu-Salzen, Hellwege®) am Pr und Nd und Rosa 
(a.a. O0.) am Dy an. Die untersuchten Kristalle wurden einmal senkrecht zur 
optischen Achse (© | X) durchstrahlt, wobei der elektrische Vektor entweder . 
parallel (€ || X) oder senkrecht zur Achse (€ | X) stand, und einmal parallel zur 8 
optischen Achse (© || X) mit natürlichem Licht (€ | X). Durch Vergleich der k 
drei so erhaltenen Spektren kann man das Strahlungsfeld in einachsigen I 
Kristallen bestimmen. 


51x 
| 
Abb. 12. Abb. 13. 
a Abb. 12-14. Orientierung der elektrischen Dipole in den Liniengruppen 
: Bei sämtlichen Liniengruppen des Er-Athylsulfates handelt es sich um elek- b 
trische Dipolstrahlung. Die letzte Spalte der Tab. 3 gibt die Orientierung der 3 
Dipole bei sämtlichen reinen Elektronensprunglinien an). Die Zeichen || oder A 
| beziehen sich auf die optische Achse, © bedeutet einen Übergang mit in erster 
Näherung kugelsymmetrischem Feld (Dipol mit drei Freiheitsgraden; wegen = 
der optischen Rotationssymmetrie entsprechen die mit _| gekennzeichneten D 
Strahlungsfelder Dipolen mit zwei Freiheitsgraden senkrecht zur optischen 
Z 
2) O. Deutschbein, Ann. Physik (5) 36 (1939) 183. 
%) K.H.Hellwege, Z. Physik 117 (1941) 198. N 
& 


31) Für die ultraroten Gruppen kann der Polarisationszustand nur für die intensivsten 
Linien angegeben werden. 
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Achse **)). Zur Veranschaulichung sind für die Gruppen E, F und G sämtliche drei 
Spektren reproduziert (Abb. 12—14). Dabei wird bei den intensivsten nur in einer 
Richtung auftretenden Linien stets eine sehr schwache Komponente in der anderen 
Richtung beobachtet, die wohl durch nicht ganz saubere Polarisation infolge un- 
genauer Orientierung des Kristalles und Änderung des Polarisationsgrades beim 
Durchgang des Lichtes durch den Kristall zu erklären sind. Bei der Unter- 
suchung der Überlagerungslinien auf ihre Polarisation war wegen der notwendig 
großen Dicke der Kristalle (d > 15 mm) dieser Störeffekt bereits so groß, daß 
keine sicheren Angaben über die Orientierung der diesen Linien entsprechenden 
Dipole gemacht werden können #). 


I--7 § 4. Diskussion 


| Nach dem Pauliprinzip hat eine Elektronen- 

- konfiguration in einer nicht abgeschlossenen 
4 Schale dieselben Elektronenterme (Quanten- 


zahlen) wie die Konfiguration, die in der- 
selben Schale gerade die fehlenden Elektronen 
enthält. Demnach haben das Er*++-Ion und 
das ihm äquivalente Nd+++-Ion dieselben 
Terme. Jedoch liegen beim Er die Multi- 
pletts verkehrt, d. h. der Term mit größtem 
J liegt am tiefsten (Grundzustand beim 
Er ‘J,;/2, beim Nd#J®/,); daher ist in der 
Lage der Liniengruppen, der Anzahl ihrer 
Linien sowie deren relativem Abstand keine 
Übereinstimmung zwischen den Spektren bei- 
der SE-Ionen zu erwarten. Dagegen müssen 
sie in allen von der Natur der Terme ab- 
hängigen Eigenschaften übereinstimmen. Das 
ist auch der Fall. 

Die Er-Spektren zeigen wie die des Nd 
deutlich Überlagerungslinien. Im Vergleich 
Abb. 14. 2 zur Intensität der zugehörigen reinen Elek- 

> a X tronensprunglinien sind diese Linien beim Er 
etwa Faktor 2 schwächer als beim 
Nd*). Die beim Nd auftretenden Kom- 

binationsschwingungen ®) werden beim Er nicht mehr beobachtet. Außerdem 
ist speziell beim Er-Sulfat die erwartete und beim Nd-Sulfat beobachtete 
Aufspaltung der einzelnen Frequenzen der inneren Gitterschwingungen wegen 


32) Zur Beschreibung dieser drei Fälle durch die Kristallsymmetrie wiederspiegelnde 
Dipolscharen siehe K.H. Hellwege, Z. Physik 119 (1942) 325; 121 (1943) 588. 


33) Soweit eine Orientierung überhaupt noch vorliegt. Siehe K.H.Hellwege, 
Z. Physik 117 (1941) 198. 


34) Die Intensitäten wurden geschätzt; vgl. Intensitätsangaben in Tabelle 4. Für 
a werden auch im folgenden die Ergebnisse der Arbeit von Ewald, a.a. O. zugrunde 
gelegt. 

3) K.H.Hellwege u. A. Roever, a.a.0. 
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der kleinen Intensität nicht feststellbar: nur die intensivste Komponente 
ist beobachtbar. 


Der Vergleich der mittleren Aufspaltung angeregter Terme der beiden SE- 
Ionen wurde am Spektrum der Sulfate durchgeführt. Für Er wurde in $3c der 
‘Wert 43 cm”! angegeben; für Nd findet man bei Mittelung über 25 Linienabstände 
ebenfalls 43 cm”! als mittlere Aufspaltung. 


Auch die Linienbreiten wurden wieder für die Sulfate verglichen. Der für Er 
in $3d angegebene Mittelwert war 9cm™; ganz analog bestimmt man für Nd 
einen Wert von 7cem-!. Man sieht, daß beide Halbwertsbreiten von derselben 
Größenordnung sind. 


Nun hat Hellwege®*) festgestellt, daß sämtliche drei Größen in der Reihe 
der SE einen systematischen Gang mit einem Minimum in der Mitte”) zeigen. 
Zusammenfassend können wir sagen, daß sich die für das Er neu gemessenen 
Werte zwanglos in diese Darstellung einfügen. Die Wechselwirkung zwischen Elek- 
tronentermen und dem Kristallgitter ist beim Er also praktisch so groß wie beim 
Nd, was wegen der Äquivalenz in der 4f-Elektronenanordnung beider SE-Ionen 
zu erwarten ist. Sie scheint beim Er etwas kleiner zu sein, wenn man die nur an 
wenigen Linien gewonnene Linienbreite geringer wertet als die deutlich kleinere 
Intensität der Überlagerungslinien. Diese Tatsache wird durch die größere Kern- 
ladungszahl des Er erklärt, gegen die sich das Kristallfeld nicht so leicht durch- 
setzt wie beim Nd. 


%) K.H.Hellwege, Ann. Physik (5) 46 (1941) 530. 
#) Vgl. K. H. Hellwege, a.a.O. Fig.3, 8. 539. 


Göttingen, Zweites Physikalisches Institut, März 1943. 


(Bei der Redaktion eingegangen am 23. 10. 1943.) 
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Zum Wesen der Oberflächenspannung 
Von L. Prandtl 


(Mit 4 Abbildungen) 


Inhaltsübersicht 


Entgegen der bei manchen Physikern herrschenden Ansicht, daß die Ober- 
flächenspannung keine echte Spannung von der Art derjenigen einer dünnen 
Haut sei, wird nachgewiesen, daß die Anwendung der Gesetze der Statik eine 
solche echte Spannung nicht nur gebieterisch verlangt, sondern auch, daß diese 
Spannung sich aus einem gegebenen molekularen Anziehungsgesetz quantitativ 
berechnen läßt. 


1. In einem modernen deutschen Lehrbuch der Experimentalphysik findet 
sich bezüglich der Oberflächenspannung folgende Bemerkung: 


„Bei der Deutung der Erscheinungen, die durch die Oberflächenenergie 
hervorgerufen werden, durch den Begriff der Oberflächenspannung ist wohl 
zu beachten, daß es sich durchaus um Kräfte handelt, die senkrecht zur 
Oberfläche stehen. Kräfte in Richtung der Oberfläche, wie man sie sich 
etwa vorstellen könnte, wenn man die Oberflächenspannung mit einer die 
Flüssigkeit einhüllenden gespannten Haut vergleicht, sind nicht vorhanden‘“!). ° 


Unmittelbar ansehlieBend ist der Versuch beschrieben, bei der die ‚nicht vor- 
handene Kraft‘, die eine Seifenlamelle zwischen einem festgehaltenen Draht- 
bügel und einem lose darauf gelegten Draht hervorbringt, durch Wägung bestimmt 
wird, und weiter der andere, wo der im Inneren einer Seifenblase herrschende 
Überdruck durch ein U-Rohr-Manometer bestimmt wird, beides Vorgänge, deren 
Deutung sich aus der Vorstellung von der gespannten Haut unmittelbar auf- 
drängt! Beide Versuche werden mühsam durch das Energieprinzip erklärt, 
während die statische Überlegung das Resultat auf einen Schlag liefert?). 


1) Sperrungen wie im Original. 
2) Vgi. FuBnote 4, S. 60. 
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In einem ebenso modernen Lehrbuch der theoretischen Physik findet man 
ganz ähnlich den Satz: 


„Wir nennen die am cm angreifende ,,Kraft‘ S, wobei wir aber im Auge 
behalten wollen, daß diese Spannung nicht dem molekularen Sachverhalt 
entspricht, sondern mehr eine bequeme Rechnungsgröße darstellt.‘‘ 


Hier ist also wenigstens die praktische Anwendung der an den Spannungsbegriff 
anknüpfenden Ableitungen zugelassen. 


Ich habe diese beiden Textstellen einem weiteren theoretischen Physiker vor- 
gelegt, der sie als in Ordnung befindlich erklärte. 


Ich kann mir diesen verwunderlichen Zustand nur so erklären, daß vielen der 
heutigen Physiker die anschaulichen Grundvorstellungen der Lehre vom Kräfte- 
gleichgewicht, speziell dem in einem kontinuierlichen Medium, abhanden ge- 
kommen sind! Wenn man diese Sätze®) richtig auf irgendeinen Vorgang anwendet, 
an dem Oberflachenspannungen mitwirken, so kommt man in keiner Weise an 
der Tatsache vorbei, daß in der Oberfläche eine echte Spannung von der Art, 
wie die Spannungen in einer dünnen Haut zur Wirkung kommt*). 


Die Maßzahl für die Oberflächenspannung S ist natürlich ebenso eine Energie 
auf der Flächeneinheit wie eine Kraft auf der Längeneinheit, denn diese beiden 
Größen haben dieselbe Dimension, und man kann alle statischen Beziehungen 
immer auch als Arbeitsgleichungen schreiben, wenn man die bei einer kleinen 
Deformation auftretenden Verschiebungen mit betrachtet. Aber die Gleich- 
gewichtsgleichungen machen die Betrachtungen der Verschiebungen unnötig. 
Dabei gebe ich gerne zu, daß ab und an auch Fälle vorkommen, wo die Aussagen 
über die Verschiebungen leichter gewonnen werden können als die für das Kräfte- 
gleichgewicht, wobei dann der Arbeitssatz bequemer zum Ziele führt. 


2. In dem Wunsch, klar zu sehen, wie aus den Anziehungskräften eine Span- 
nung längs der Oberfläche entsteht, habe ich mir folgendes Gedankenmodell 
zurechtgelegt: Der amorphe Molekelhaufen der Flüssigkeit werde für eine bequeme 


3) Es handelt sich in erster Linie um den Satz, daß in einem kontinuierlichen Medium 
Gleichgewicht dann und nur dann vorhanden ist, wenn die Kräfte an jedem beliebig 
durch Schnitte abgetrennten Teil des Kontinuums Gleichgewicht halten. In jeder 


Schnittfliche müssen dabei die Kräfte, die von: außen her durch die Schnittfläche auf 


Massenteilchen innerhalb einwirken, als äußere Kräfte in die Gleichgewichtsbedingungen 
eingeführt werden, genau so, wie wenn es sich um das Gleichgewicht von starren Kör- 
pern handeln würde (daß man sich dabei die elastischen oder flüssigen Gebilde wirklich 
als erstarrt vorstellen müßte, ist ein veraltetes Vorurteil; es handelt sich nur darum, 
daß die Kräfte so, wie man es für starre Körper gelernt hat, im Gleichgewicht stehen. 
Das Gleichgewicht bringt es dann von selbst mit sich, daß keine Bewegung eintritt, 
das Gebilde also freiwillig ‚starr‘ bleibt). 

4) Beispiel: Druck in der Seifenblase. Man führt einen Schnitt entlang einer Durch- 
messerebene. Dieser trifft eine Fläche # = 2 r? des Luftraums in der Blase, auf der je 
Flächeneinheit eine Kraft gleich dem inneren Überdruck p wirkt, und eine Länge 1 = 2 ar 
der Seifenhaut, auf der je Längeneinheit die Kraft 2 8 (zwei Oberflächen!) wirkt. Beide 
Kräfte, ein Druck und ein Zug, müssen Gleichgewicht halten, wenn die Blase frei schwebt, 


also eine weitere Kraft nicht vorhanden ist. Es ist alsop ar? = 28-2271, alsop= > Pi; 
Ware S keine echte Kraft, dann bestände kein Gleichgewicht. 
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Anwendung der Gleichgewichtsgesetze durch eine inkompressible Flüssigkeit 
ersetzt; die Inkompressibilität ist angenommen, um in rechnerisch bequemer 
Form die Abstoßungskräfte zu repräsentieren. Die Anziehungskräfte werden 
dagegen als Fernkräfte eingeführt. Der rechnerischen Bequemlichkeit wegen 
ist ein sehr einfaches Anziehungsgesetz angenommen, nämlich Anziehung propor- 
tional der Entfernung für Entfernungen r <R; für r >R soll die Kraft = 0 
sein, entsprechend der Tatsache, daß die wirklichen Anziehungskräfte sehr rasch 
abklingen, wenn die Entfernung die Wirkungssphäre überschreitet. Es steht nichts 
im Wege, durch Überlagerung mehrerer solcher Kraftfelder mit verschiedenem R 
irgendein anderes Anziehungsgesetz anzunähern, vgl. Abb. 1. Man könnte auch 
Anziehungs- und Abstoßungsgesetze so kombinieren, daß der hydrostatische 
Flüssigkeitsdruck, mit dem die folgende Rechnung arbeitet, gerade Null wird. 


Die wesentlichen Eigenschaften, im besonderen auch die Oberflächenspannung 
als Ergebnis der Anziehungswirkungen in Verbindung mit dem hydrostatischen 
Druck, ergeben sich aber schon bei dem einfachen Modell, so daß ich mich im 
folgenden auf dieses beschränken will. 


3. Zur Durchführung der Rechnung sei zunächst der hydrostatische Druck 
der hypothetischen Flüssigkeit berechnet. Das Anziehungsgesetz soll gemäß dem 
oben Gesagten lauten: Die Kraft, mit der die Masse dm von der Masse dm’ im 
Abstand r angezogen wird, soll c-rdmdm’ sein, wenn r <A ist, und 0, wenn 
R>r ist. Ein an dem von Flüssigkeit erfüllten Gebiet ausgerichtetes Koordi- 
natensystem sei durch x, y,z bezeichnet. Die Flüssigkeitsoberfläche sei eben und 
werde durch die Ebene z= 0 gegeben. z >0 ist das Gebiet der Flüssigkeit. 
x,y,z seien die Koordinaten des angezogenen Teilchens dm = odxdydz. Im 
Mittelpunkt dieses Teilchens sei der Koordinatenursprung eines zweiten, dem 
ersten parallelen Koordinatensystems x’ y’z’. Das anziehende Teilchen dm’, 
dessen Lage gegenüber dm von Wichtigkeit ist, wird also zweckmäßig durch seine 
Koordinaten x’ y’z’ gegeben). Es ist dabei dm’ = o dx’ dy’ dz’. 

Für die Berechnung des Druckes interessieren nur die Kräfte senkrecht zur 
Flüssigkeitsoberfläche, also die z-Komponente der Kraft crdm dm’. Für Teilchen 
mit z>R ist das Anziehungsgebiet eine Kugel um dm, die Resultierende aller 


5) Zur Vermeidung von Minuszeichen ist es dabei bequem, die positiven Richtungen 
des zweiten Koordinatensystems entgegengesetzt denen des ersten anzunehmen. 
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Anziehungskräfte also = 0. Für Teilchen mit z < R fehlen die Anziehungen der 
aus dem Fliissigkeitsspiegel herausragenden Kalotte. Wir brauchen also nur die 
Anziehung aller Teilchen dieser Kalotte auf dm zu rechnen und davon das Nega- 
tive zu nehmen. Die von einem dm’ in z-Richtung ausgeübte Kraft ist dann 
(nach unten positiv) = cr cos x dm dm’ = z’ dm dm’, siehe Abb. 2. Die Gesamt- 
wirkung der Kalotte auf dm ist dann 


R 
K(z) dm = dmc o [n(R? — 2’ dz’, 
2 
was nach kurzer Rechnung für die Masseneinheit 
K(z) = (Rt — (1) 


ergibt. Die Kraft an der Volumeneinheit ist = 9 K (z). Diese ist identisch mit 


dem Druckgradienten 2; der Druck selbst wird somit, wenn pg der Gasdruck 


auf der Flüssigkeitsoberfläche ist . 


2 
P=Pe+ +", R#+42). (2) 
0 


Für z >R ergibt dies, da hier K(z) = 0 ist, 
= const = pg + 74000: Rs. (3) 


p, ist das, was in der van der Waalsschen Betrachtung ,,Binnendruck“ genannt 
zu werden pflegt. Abb. 3 zeigt den Verlauf von p(z). 


4. Wenn man nun die Kraft parallel der Oberfläche erfahren will, so 
muß man gemäß den Regeln der Festigkeitslehre nach der resultierenden Kraft 
fragen, die durch eine gedachte Schnittfläche senkrecht zur Oberfläche, also 
z.B. durch die Ebene x= 0 hindurch von der einen zur anderen Seite über- 
tragen wird. Diese Kraft, die wir zweckmäßig für einen Bereich gleich der Längen- 


einheit in der y-Richtung berechnen werden, da dieser Wert unmittelbar die 


unserem Anziehungsgesetz entsprechende Kapillarkonstante darstellt, besteht 
aus zwei Teilen, einerseits der Abstoßungskraft, die der Druck p in der Ebene 
x = 0 hervorbringt, andererseits der Resultierenden derjenigen Anziehungskräfte, 
die die Ebene x = 0 durchsetzen. Im Inneren der Flüssigkeit heben sich diese 
beiden Kräfte genau auf. Für die Teilchen der Randzone z <R bleibt jedoch 
eine Differenz übrig, und diese ist die Oberflächenspannung. Die Rechnung wird 
am bequemsten, wenn man vom Inneren ausgeht und einerseits vom Druck p 
den Druck im Inneren abzieht, und außerdem von den Anziehungen diejenigen 
im Inneren abzieht, was nach dem Vorgesagten am Endergebnis nichts ändert. 
Es ist dann für die Randzone wegen der Druckminderung gegenüber dem Druck 
im Inneren eine Zugkraft A, und wegen des Minus an Anziehungskräften gegen- 
über denen im Inneren eine Druckkraft B einzuführen. Die Rechnung ergibt, 
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daß der Anteil A überwiegt, also eine Spannung des gewohnten Vorzeichens 
resultiert. 


k 
5. Die Rechnung ist für den Betrag A sehr einfach. Es ist nur [ (p, — p)dz 
0 
zu bilden, was gemäß (2) und (3) nach kurzer Rechnung 


R (4) 


ergibt (siehe auch Abb. 3, punktiertes Gebiet). 


Etwas weniger bequem ist die Ermittlung von B. Es interessieren nur die 
Komponenten der Anziehungskräfte senkrecht zur Schnittfläche, also diejenigen 
parallel zur x-Achse. Diese sind gemäß unserem Ansatz = cx’ dmdm’. Für ein 


SST 
> 3 


Abb. 3 Abb. 4 


Teilchen dm mit den Koordinaten 2,z (y sei=0) kommen die Teilchen dm’ 
jenseits der Ebene x = 0 in Frage, von diesen wieder diejenigen außerhalb des 
Flüssigkeitsspiegels, also diejenigen, deren Bereich in Abb. 4 durch Punktierung 
gekennzeichnet ist. Für die wirksamen Teilchen ist also jeweils x’ >x und 2’ >z. 


Von der sechsfachen Integration über dedydz und dx’ dy’ dz’ ist eine, die 
über dy, trivial, da diese Verschiebung parallel zur Flüssigkeitsoberfläche und zur 
Schnittfläche ist. Da die Kraft auf die Längeneinheit ermittelt werden soll, kann 
an Stelle von dy also die Einheit gesetzt werden. 


Es bleibt also bezüglich der angezogenen Teilchen die Integration über dx dz 
und bezüglich der anziehenden die über dx’ dy’ dz’ auszuführen. Die Reihenfolge 
der Integrationen ist an sich gleichgültig, man wird deshalb eine solche auswählen, 
bei der das Resultat am bequemsten erreicht wird. Es zeigte sich, daß es sich 
empfiehlt, zuerst die nach 2’ und z vorzunehmen, dann die nach y’, schließlich die 
nach x’ und x. Es wird damit 


R +R R’(z’y') R'(2'y’) 


x — R(x’) 0 2 
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Hierbei ist R’ = yR: — x’? und R" y’) = y’®. Die inner 
sten beiden Integrationen ergeben > R’"?, die nächste + R", die nach x’ gibt 
2 (R? — xt): , die letzte | 


B 


2 but) a2 
co 


2 f 

15 [az x)? 
0 


Damit ist genau B= 5A und daher die Oberflächenspannung 
S=A—B= R. (7) 


Man kann nun sofort auch den allgemeineren durch Abb. 1 veranschaulichten 
Fall behandeln. Fiir ein Anziehungsgesetz, das durch Uberlagerung von Bei- 
trägen dm dm’ - rq (R) dR fiir r < R und Null für r > R entsteht (also p (R)dR 
an Stelle von c!), ergibt sich 


[ (8) 
0 


Aus dem Rechnungsgang der Formel (8) erweist sich leicht, daß die Beziehung 
S= 44 auch für das allgemeine Anziehungsgesetz gültig bleibt. 


6) Fräulein H. Zimmer hatte die Freundlichkeit, mir diesen Wert mit Hilfe der 
Substitution z= Rsing und dreimalige partielle Integration auszurechnen. 


Göttingen, Kaiser-Wilhelm-Institut für Strömungsforschung. 
(Bei der Redaktion eingegangen am 28. 10. 1944.) 


Die Verfasserkorrektur hat bis zum Beginn des Druckes aus zeitbedingten Umea 
ständen nicht vorgelegen. 
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Uber die Geschwindigkeit der elektrischen Shämeng 
in den Hauptentladungen eines Blitzes 


‘Von B. Walter 


Inhaltsübersicht 


Als Erklärung dafür, daß die Geschwindigkeit der elektrischen Strömung 
in den Hauptentladungen eines Blitzschlages ganz erheblich viel größer ist 
als die in seinen Vorentladungen, wird hier die Annahme gemacht, daß es sich 
in der Bahnlinie des Blitzschlages bei den Hauptentladungen um einen labilen 
Gleichgewichtszustand handelt, der dadurch zustande kommt, daß sich einesteils 
bei Beginn der Hauptentladung in der Umgebung der Einschlagstella des 
Blitzes eine ganz außerordentlich große Influenzladung angesammelt hat, und 
daß andernteils in demselben Augenblick die Spannung an den Enden der 
Bahnlinie ganz außerordentlich schnell absinkt. 

Da ferner bei einem Blitz, welcher aus mehreren, nach derselben Einschlag- 
stelle hin gerichteten Teilentladungen besteht, jene große von der Erde zur Wolke 
gerichtete Strömungsgeschwindigkeit in allen diesen Teilentladungen beobachtet 
wird, so wird— im Gegensatz zu einer andersartigen Annahme von Schonland — 
die Ursache für die Entstehung aller jener einzelnen Teilentladungen darin ge- 
sucht, daß durch eine von der Gewitterwolke aus in der Umgebung der Einschlag- 
stelle jedesmal neu erzeugte Influenzladung der genannte labile Zustand der 
Bahnlinie bei jeder einzelnen Teilentladung aufs neue hervorgerufen wird. 

Ferner wird hier noch gezeigt, daß auch die bei den nicht selten vorkommen- 
_ den Absprüngen des Blitzes von einer Einschlagstelle nach einer anderen solchen 

Stelle hin beobachteten, oft recht verwickelten Erscheinungen mit unserer Auf- 
fassung vollkommen in Einklang gebracht werden können. , 


Nach den Messungen von Schonland und Collens!) ist die Geschwindig- 
keit der elektrischen Strömung .in den Hauptentladungen eines Blitzschlages 
etwa 5mal so groß wie die der Strömung in seinen Vorentladungen. In einer 
einige Jahre später erschienenen Arbeit habe ich*) schon darauf hingewiesen, 


1) B.F.J.Schonland u. Collens, Proc. Roy. Soc. London (A) 148 (1934) 654. 
2).B. Walter, Ann. Physik (5) 34 (1939) 656. 
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daß für diese soviel größere Geschwindigkeit der Strömung in den Haupt- 
entladungen ganz andere Ursachen in Frage kommen miissen als fiir die in den 
Vorentladungen. Uber die nähere Beschaffenheit der Ursachen allerdings, welche 
für diese große Strömungsgeschwindigkeit in den Hauptentladungen verant- 
wortlich sind, wußte ich damals noch keine Auskunft zu geben, kürzlich glaube 
ich nun aber auch in dieser Hinsicht auf die richtige Fährte gekommen zu sein — 
mit der Annahme nämlich, daß es sich dabei in der fraglichen Bahnlinie 
um einen labilen Gleichgewichtszustand handelt. 

Ein solcher Zustand tritt bekanntlich in elektrischen Entladungen durch 
eine Gasstrecke dann ein, wenn dabei 0H/@I < 0 ist, d.h., wenn mit zunehmender 
Stromstärke (J) in der Gasstrecke die Spannung (E) an ihren Enden sinkt. 

In unserem Falle wird nun dieser Zustand offenbar dadurch hervorgerufen, 
daß einesteils kurz vor dem Beginn der Hauptentladung des Blitzschlages in 
der Umgebung seiner Einschlagstelle sich eine ganz außerordentlich große In- 
fluenzladung angesammelt hat, und daß andernteils in demselben Augenblick 
auch die Spannung an den Enden der Bahnlinie ganz außerordentlich schnell 


absinkt, da ja durch die sich dann vollziehende Verbindung zwischen Wolke und 


Erde die Spannung der Gewitterwolke zusammenbricht. 

Diese hier-vorgetragene Auffassung erhält übrigens auch noch dadurch eine 
weitere Bestätigung, daß nach der angeführten Arbeit‘ von Schonland und 
Collens die elektrische Strömung in den Hauptentladungen eines Blitzschlages 
stets vom Erdboden zur Wolke gerichtet ist, denn auch daraus muß ge; 
schlossen werden, daß die Ursache dieser Strömung im Erdboden zu suchen 
ist, wie es unsere Auffassung annimmt. 

Können wir diese Auffassung somit wohl schon als recht gut begründet an- 
sehen, so führt sie uns nun auch sogleich zu einer wichtigen Folgerung. Da näm- 
lich bei einem aus mehreren Teilentladungen bestehenden Blitzschlag, wie er ja 
häufig beobachtet wird, nach der angeführten Arbeit von Schonland und 
Collens jene große, von der Erde zur Wolke gerichtete Strömungsgeschwindig- 
keit in allen seinen Teilentladungen auftritt, so muß hieraus nach unserer 
Auffassung offenbar geschlossen werden, daß in dem Falle, wo alle diese Teil- 
entladungen nach derselben Einschlagstelle hingehen, die Ursache der Strömung 
in ihnen allen in einer besonderen Influenzladung zu suchen ist, welche sich un- 
mittelbar vor einer jeden von ihnen in der Umgebung der Einschlagstelle an- 
gesammelt hat und welche also dort von jeder. solchen Teilentladung nach dem 
Abklingen der vorhergehenden in der Regel durch eine von der Gewitterwolke 
aus neuerdings. nach dorthin gerichtete ‘Influenzwirkung entstanden sein wird. 


Diese Annahme steht nun allerdings im Gegensatz zu einer solchen von Schon- — 


land’), nach der es sich nämlich bei den einzelnen Teilentladungen eines solchen 
Blitzes mit mehreren Teilentladungen um Entladungen aus mehreren, an ver- 
schiedenen Stellen der Gewitterwolke gelegenen Ausbildungszentren von Gewitter- 
elektrizität handeln soll. Diese Ansicht ist aber schon deswegen nicht zutreffend, 
weil dann doch die Strömung in ihren Hauptentladungen nicht von der Erde, 
sondern von der Wolke ausgehen müßte. Ferner bleibt aber nach dieser Schon- 
landschen Auffassung auch die bei solchen Blitzen mit mehreren Teilentladungen 
häufig zu beobachtende Erscheinung des Absprungs der Entladung. von 
einer Einschlagstelle nach einer anderen solchen Stelle hin m. E. vollkommen 


3) BR. F. J. Schonland, Proc. Roy. Soc. London (A) 164 (1938) 132. 
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unverständlich, während sie nach der meinigen, wie ich schon vor einiger Zeit 
in einer besonderen Abhandlung‘) ausführlich dargelegt habe, dadurch zu er- 
klären ist, daß die bei der Ausbildung der Bahnlinie des Blitzschlages stets in 
sehr großer Zahl auftretenden Vorentladungen zum großen Teil den Charakter 
von Biischelentladungen haben, deren einzelne Zweige nach vielen, oft kilo- 
meterweit voneinander entfernten Stellen hin gerichtet sind, und daß dabei 
auch an allen diesen Stellen mehr oder weniger große Influenzladungen aus- 
gebildet werden. Im Falle eines solchen Absprungs handelt es sich dann um 
zwei nahezu gleichzeitig an weit voneinander entfernten und meist auch elek- 


_ trisch weitgehend voneinander isolierten Stellen erzeugte Influenzladungen, deren 


Neutralisierung dann durch zwei besondere, nach den beiden fraglichen Ein- 
schlagstellen in sehr kurzer Zeit aufeinanderfolgende Teilentladungen deshalb 
erfolgt, weil dann der Zufluß der an der zweiten Einschlagstelle gelegenen Influenz- 
ladung nach der ersten Einschlagstelle hin wegen ihrer großen Entfernung von 
dieser sowie auch, wenn es sich um zwei auf der Erde gelegenen Einschlagstellen 
handelt, wegen der relativ schlechten Leitfähigkeit der zwischen beiden Stellen 
gelegenen Erdschichten länger dauert als die Zeit, welche die nach der zweiten 
Einschlagstelle hin vordringenden Vorentladungen gebrauchten, um diese Stelle 
zu erreichen. 

Wie in meiner zuletzt angeführten Abhandlung weiter gezeigt wurde, spielt 
bei solchen Absprüngen oft auch der Umstand eine Rolle, daß einzelne Äste der 
Vorentladungen eines Blitzschlages, wie das häufige Auftreten von Wolkenblitzen 
beweist, fast stets auch von der Gewitterwolke aus nach benachbarten, ursprüng- 
lich neutralen Wolken hin gerichtet sind, so daß ein solcher Absprung gelegent- 
lich auch von einer auf der Erdoberfläche gelegenen ersten Einschlagstelle nach 
einer solchen ‚benachbarten‘ Wolke hin — oder auch manchmal ein solcher 
Absprung in umgekehrter Reihenfolge — stattfindet, ja, es sind sogar Blitze - 
dieser Art beobachtet worden, bei denen dann nach Absättigung der in der Um- 
gebung der zweiten Einschlagstelle gelegenen Influenzladung der Blitz wieder 
nach seiner ersten Einschlagstelle zurückspringt, sowie auch sogar Blitze, bei 
denen ein solches Hin- und Herspringen des Blitzes zwischen zwei verschiedenen 
Einschlagstellen mehrfach stattfindet. Nach meinen a.a.O. gemachten Dar- 
legungen ist diese Erscheinung so zu erklären, daß bei der ersten Entladung nach 
der ersten Einschlagstelle hin nicht gleich die ganze in ihrer Umgebung im Erd- 
boden bzw. in der der „benachbarten“ Wolke hervorgerufene Influenzladung 
neutralisiert wird, weil inzwischen die Anziehungskraft der an der zweiten Ein- 
schlagstelle hervorgerufenen Influenzladung auf die in der Gewitterwolke dauernd 
neu gebildete Elektrizität größer geworden ist als die des in der Umgebung der 
ersten Einschlagstelle noch verbliebenen Restes der dortigen Influenzladung. 
Nachdem dann aber durch den nach der zweiten Einschlagstelle hin erfolgten 
Schlag der größte Teil der hier gelegenen Influenzladung abgesättigt wurde, 
springt der Blitz wieder nach der ersten Einschlagstelle hin zurück, weil sich 
dort inzwischen durch Zufluß von Influenzladung aus ihrer weiteren Umgebung 
wieder eine genügend große Ladungsmenge angesammelt hat, um den Blitz noch- 
mals nach dieser Stelle hinzuziehen. 

Bei einem mehrfachen Hin- und Herspringen des Blitzes zwischen zwei solchen 


+ Einschlagstellen wiederholt sich dieser Wettstreit der beiden in ihrer Umgebung 


4) B. Walter, Ann. Physik (5) 25 (1936) 124. 
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erzeugten Influenzladungen mehrmals, weil es sich um Influenzladungen in sehr 
ausgedehnten Teilen der Erdoberfläche bzw. der ,,benachbarten“ Wolke handelt, 
bei denen der Zufluß der Influenzladung aus ihren entfernteren Teilen nach der 
betreffenden Einschlagstelle hin verhältnismäßig lange dauert. Da sich ferner 
hierbei diese Wolken ganz ähnlich verhalten wie die in Frage kommenden Teile 
des Erdbodens, so ist daraus zu schließen, daß der genannte Zufluß der fraglichen 
Influenzladungen in beiden Fällen in ganz ähnlicher Weise erfolgt, oder daß mit 
anderen Worten der elektrische Widerstand der Feuchtigkeitsteilchen in einer 
solchen Wolke von ähnlicher Größenordnung ist wie derjenige der Feuchtigkeits- 
teilchen im Erdboden. Dabei muß man natürlich berücksichtigen, daß es sich 
in beiden Fällen bei den in Frage kommenden Influenzladungen nur um ver- 
hältnismäßig geringe Spannungen handelt. 

Eine andere eigenartige Erscheinung, zu welcher eine solche in größerer Ent- 
fernung von der Einschlagstelle des Blitzes auf der Erdoberfläche erzeugte In- 
fluenzladung Veranlassung geben kann, besteht darin, daß dann während der 
von der Einschlagstelle ausgehenden Hauptentladung von einer mittleren Stelle 
ihrer Bahnlinie aus nach jener Influenzladung hin ein Seitenast abzweigt, der 
manchmal sogar stärker ist als der von dort aus nach der Ausgangsstelle des 
Blitzes in der Gewitterwolke hin gerichtete Teil der Entladung, während ihr 
unterer Teil, der ja die ganze von der Einschlagstelle aus nach oben gehende | 
Entladung enthält, natürlich mindestens so stark ist wie die genannten beiden 
Teile der Entladung zusammen. Jener starke Seitenast erklärt sich dann nach 
unserer Auffassung dadurch, daß dann an jener entfernten Stelle der Erdober- 
fläche, nach welcher der Seitenast gerichtet ist, aus besonderen lokalen Gründen 
eine besonders starke Influenzladung hervorgerufen wurde. In meiner unter 2. 
‚angeführten Abhandlung zeigen die beiden dort aus einer Abhandlung yon Malan 
"und Collens®) wiedergegebenen Blitze 65 und 70 diese Erscheinung, die auch 
dort schon in diesem Sinne von mir erklärt wurde, während die soeben genannten 
Verfasser in ihrer angeführten Arbeit dafür eine andere m. E. nicht zutreffende 
gegeben hatten. i 


5) D.J.Malan u. H.Collens, Proc. Roy. Soc. London (A) 162 (1937) 175. 


Hamburg, Physikalisches Staatsinstitut. 


(Bei der Redaktion eingegangen am 12. 5. 1944.) 
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Uber einige Eigentiimlichkeiten bei den Vorentladungen 
und der Erdströmung eines Blitzschlages 


Von B. Walter 


Inhaltsübersicht 


Die eigenartige Erscheinung, daß bei dem Blitz einer meiner im Jahre 1903 
auf bewegter Platte gemachten Blitzlichtaufnahmen die Intensitäten der in zwei 
seiner Seitenäste hineingegangenen Vorentladungen und Erdströmungen in ganz 
verschiedenem Verhältnis zueinander stehen, wurde daraus erklärt, daß zwischen 
diesen beiden Ästen ein sehr starker und langer Seitenast von der Bahnlinie 
abzweigt, was nämlich zur Folge hat, daß in den oberhalb der Abzweigestelle 
dieses starken Seitenastes abzweigenden jener beiden Äste die volle, von der Ge- 
witterwolke kommende Vorentladungsströmung, in den unteren jener beiden Äste 
dagegen nur der Rest dieser Strömung gelangt, welcher nach Belieferung des 
zwischen ihnen gelegenen starken Astes übrig blieb. 


Die zweite, bei demselben Blitz auftretende Eigentümlichkeit, daß bei seinem 
erwähnten, starken und langen Seitenast eine Erdströmung überhaupt nicht zu 
erkennen ist, trotzdem sie bei mehreren viel schwächeren Seitenästen deutlich 
hervortritt, wurde ferner dadurch erklärt, daß die Bahnlinie jenes starken Seiten- 
astes durch die so überaus starken in sie hineingegangenen Vorentladungen so 
stark ionisiert wurde, daß die nach kurzer Zeit in sie hineinfließende Erdströmung 
nur eine so geringe Wärmeentwicklung in ihr hervorrief, daß dadurch eine be- 
sondere Aufhellung dieser Linie nicht erfolgte. 


Der hier zu behandelnde Blitzschlag wurde schon im-Jahre 1902 von mir auf 
einer durch Uhrwerk gedrehten photographischen Platte aufgenommen und ein 
Jahr später zugleich mit mehreren anderen, bei demselben Gewitter in derselben 
Weise erhaltenen Blitzbildern veröffentlicht!). Damals handelte es sich vor allem 
um den Nachweis der Entstehungsweise der Bahnlinie eines Blitzes durch stoß- 
weise von der Gewitterwolke ausgehende und von Stoß zu Stoß immer weiter 


1) B. Walter, Ann. Physik (4) 10 (1903) 393 und ausführlicher im Jahrbuch der 
Hamburgischen Wissenschaftl. Anstalten 20 (1903). 
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nach der Einschlagstelle hin vordringende ,,Vorentladungen“, wie ich eine solche 
Entstehungsweise für die Bahnlinie der künstlichen Funken eines größeren In- 
duktionsapparates schon einige Jahre vorher nachgewiesen hatte. 4 

Diese Vorentladungen bestehen sowohl beim Blitz wie auch bei den kiinst- 
lichen Funken meistenteils nicht aus einfachen Linien, sondern verzweigen sich 
am Ende eines solchen Vorentladungsstoßes häufig in zwei oder mehr Aste, 80 
daß es sich dann um eine sog. Büschelentladung handelt. Bei denjenigen Vor: 
entladungen ferner, welche auf einen solchen gebüschelten Entladungsstoß folgen, 
dringt dann die Elektrizität von der Gewitterwolke aus nicht bloß in die Bahn- 
linie der Hauptentladung, sondern auch in die der Seitenäste des Büschels von 
Stoß zu Stoß immer weiter hinein. 


Bei mehreren jener im Jahre 1902 von mir’ erhaltenen Blitzaufnahmen zeigte 
es sich nun, daß in dem Augenblick, wo der Blitz seine Einschlagstelle auf der 
Erdoberfläche erreichte, nicht bloß eine sehr starke Entladung in die soeben 
fertig gewordene, von der Gewitterwolke zur Erde reichende Bahnlinie hinein 
erfolgte, sondern daß in demselben Augenblick auch die hauptsächlichsten Seiten- 
äste dieser Bahnlinie noch einmal mit einer besonders großen Lichtstärke auf- 
leuchteten. In diesen Seitenästen zeigten sich nämlich dann deutlich zwei ge- 
trennte helle Linien, von denen die zeitlich zuerst aufgetretene meistenteils die 
schwächere war, und welche die Gesamtheit der Vorentladungen enthielt, die 
in den betreffenden Ast hineingegangen waren. Bei den unteren Ästen der Bahn- 
linie trat ferner diese Linie eines solchen Seitenastes — entsprechend der oben 
‚beschriebenen allmählichen Entstehungsweise dieser Linien — später auf als bei 
den oberen Ästen, die früher entstanden waren, während der zweite der beiden 
genannten in den betreffenden Seitenast hineingegangenen Entladungsstöße bei 
allen Ästen von der Hauptentladung abzweigte und also bei allen so gut wie 
gleichzeitig aufgetreten sein mußte. 


In einer besonders schönen Weise zeigten sich diese beiden, in die Seitenäste 
der Bahnlinie des betreffenden Blitzes hineingegangenen Entladungsstöße bei 
dem Hauptblitz der Fig. 3 der Tafel meiner angeführten Abhandlung aus den 
Annalen der Physik und auch in Fig. 13 der Tafel III des Hamburger Jahrbuches 
von 1903 wiedergegebenen Aufnahme, auf die wir übrigens weiter unten noch 
mehrfach zurückkommen werden. x 

Was nun aber ferner die Bedeutung jenes mm Augenblick der Hauptentladung 
in die sämtlichen Seitenäste der Bahnlinie dieses Blitzes eingedrungenen starken 
Entladungsstoßes anbetrifft, so ging meine im Jahre 1903 darüber geäußerte 
Auffassung dahin, daß dabei die Elektrizität der Gewitterwolke im Augenblick 
der Hauptentladung noch einmal kräftig in die soeben fertig gewordene Bahn- 
linie und, ihre sämtlichen Seitenäste hineinschlägt, d.h. daß also diese Entla- 
dungen von der Gewitterwolke ausgehen. 

Im Jahre 1934 zeigten nun aber Schonland und Collens?), daß diese Strö- 
mung nicht von der Gewitterwolke, sondern vom Erdboden ausgeht, und auf 
Grund dieser Beobachtung, die übrigens a. a. O. durch die Verfasser eine m. E. 
nicht zutreffende Erklärung gefunden hatte, habe ich dann ein Jahr später eine 
neue Theorie dieser Erscheinung aufgestellt ®). 


2) B.F. J. Schonland u. H. Collens, Proc. Roy. Soc. London (A) 148 (1934) 654. 
3) B. Walter, Ann. Physik (5) 22 (1935) 421. 
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Walter : Über einige Eigentümliehkeiten bei den Vorentladungen usw. 71 


Nach dieser Theorie handelt es sich bei dieser von Schonland und Collens 
nachgewiesenen in unmittelbarem Anschluß an den Einschlag des Blitzes in die 
Erdoberfläche von der Einschlagstelle aus nach oben fließenden ,,Erdstrémung“ 
um die Influenzladung, welche sich während der Vorentladungen des Blitzes 
in der Umgebung der Einschlagstelle im Erdboden angesammelt hat, und welche 
dann im unmittelbaren Anschluß an den Einschlag von dort aus in die Bahnlinie 
des Blitzes sowie auch in die Bahnlinien ihrer sämtlichen Seitenäste hineinströmt, 
um nämlich die während der Vorentladungen in alle diese Linien von der Gewitter- 
wolke aus hineingedrungenen Teile der Ladung dieser Wolke zu neutralisieren. 
Wegen ihres entgegengesetzten Vorzeichens ist jene Influenzladung dazu ja auch 
vorzüglich geeignet. 


Diese Theorie ist so einleuchtend, daß Schonland und seine Mitarbeiter 
in ihren späteren Arbeiten sie ohne weiteres übernommen haben. Auch die von 
ihnen nachgewiesene große Geschwindigkeit dieser Erdströmung erklärt sich, 
wie ich kürzlich in einer in diesen Annalen im Drucke befindlichen Abhandlung 
dargelegt habe, einesteils aus der enormen Größe der dabei in Frage kommenden 
Influenzladung — es handelt sich ja dabei um fast die ganze Energie des Blitz- 
schlages — und andernteils auch daraus, daß beim Beginn der Strömung, d.h. 
‚unmittelbar nach erfolgtem Einschlag des Blitzes, die Spannung zwischen den 
beiden Enden seiner Bahnlinie zusammenbricht, so daß dann alle Bedingungen 
für das Labilwerden, d.h. für das Anschwellen der Strömung ins Unendliche, 
gegeben sind. Schließlich sei noch bemerkt, daß aus den Aufnahmen der an- 
geführten Abhandlung von Schonland und Collens auch unmittelbar hervor- 
ging, daß diese Erdströmung nicht bloß in die eigentliche Bahnlinie des Blitzes, 
sondern auch in die ihrer sämtlichen Seitenäste hineinfließt, was sich nach meiner 
Theorie auch ohne weiteres versteht, weil ja bei den Vorentladungen des Blitzes 
auch in diesen Ästen ein Teil der Ladung der Gewitterwolke aufgespeichert wird 
und also dort auf seine Neutralisierung durch einen entsprechenden Teil 
der Influenzladung des Erdbodens wartet. Wegen der großen Geschwindig- 
keit der Erdströmung erreicht ferner diese die sämtlichen von der Bahnlinie 
abzweigenden Seitenäste so gut wie gleichzeitig, wie ja auch ‘schon meine Auf- 
nahmen von 1902 zeigten. 

Nach diesen Vorbereitungen gehe ich nun zur Erörterung der in der Über- 
schrift dieser Abhandlung versprochenen, in einer meiner Blitzaufnahmen vom 
Jahre 1902 sich bei den Vorentladungen und der Erdströmung ihres Blitzes zei- 
genden Eigentümlichkeiten über. Es handelt sich dabei um die in den Fig. 1 und 2 
der Tafel meiner unter!) angeführten Abhandlung in den Annalen der Physik 
sowie auch in den Fig.10 und 11 der Tafel III des Hamburger Jahrbuches 
von 1903 veröffentlichten Blitzaufnahmen, die an beiden Stellen in der erst- 
genannten Figur in natürlicher Größe des Originals und in der zweiten in 
ziemlich starker Vergrößerung des mittleren und wichtigsten Teils ihres Blitzes 
wiedergegeben ist. 

In der linken oberen Ecke des unvergrößerten Bildes besteht dieser auf einer 
durch Uhrwerk gedrehten photographischen Platte aufgenommene Blitzschlag, 
wie man sieht, aus drei parallel nebeneinander herlaufenden und hier auch 
ungefähr gleich stark erscheinenden Teilentladungen, die zeitlich von links 
nach rechts in Zeitabständen von 0,0177 und 0,0489 Sekunden aufeinander 
folgten. Die letzte dieser Entladungen hat ferner von dem Zeitpunkt ihrer 
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größten Stärke ab noch einige Hundertstel Sekunden gedauert, so daß also 
dieses ganze mächtige und komplizierte Phänomen sich in weniger als !/, 
Sekunden abgespielt hat. 1 

Von diesen drei starken Teilentladungen enthält nun die linke, d.h. die zeit- 
lich zuerst aufgetretenen, die Gesamtheit der aus der links oben im Bilde ge- 
legenen Gewitterwolke hervorgegangenen Vorentladungen der Bahnlinie dieses 
Blitzes sowie auch der ihrer in der oben beschriebenen Weise gleichzeitig damit 
entstandenen zahlreichen Seitenäste, während die mittlere Teilentladung die 
eigentliche Hauptentladung des Blitzes darstellt, da sie sich — im Gegensatz 
zu der ersten Teilentladung — im Bilde von der Wolke bis zur Erdoberfläche 
hin als eine von oben bis unten fast gleichmäßig stärke helle Linie verfolgen läßt. 
Von dieser Hauptentladung zweigt sich nun auch hier die Erdströmung in zahl- 
reiche der schon bei den Vorentladungen entstandenen Seitenäste hinein ab, 
wobei sich nun eben die Eigentümlichkeiten zeigen, die das Thema dieser Ab- 
handlung bilden. 

Bevor wir jedoch zu deren Betrachtung übergehen, sei noch kurz erwähnt, 
daß die dritte und letzte der drei erwähnten aus der Gewitterwolke hervor- 
gegangenen starken Teilentladungen dieses Blitzes zunächst in der gleichen Bahn- 
linie verläuft wie die beiden voraufgegangenen Teilentladungen, daß sie aber 
ungefähr in der Mitte des Bildes von der Bahnlinie der Hauptentladung ab- 
springt, um sich von da ab wahrscheinlich nach einer anderen, der Gewitter- 
wolke benachbarten Wolke hinzuwenden. Diese übrigens nicht sehr seltene Er- 
scheinung des Absprungs eines Blitzes von einer fertigen Bahnlinie wurde von 
mir bereits in einer besonderen Arbeit behandelt), ist jedoch für unser Thema 
von keiner weiteren Bedeutung. 

Hier handelt es sich nämlich zunächst um die zumal in den beiden 
Vergrößerungen des mittleren Teils unseres Blitzes gut zu beobachtende 
Erscheinung, daß bei dem von der Bahnlinie der ersten der drei erwähnten 
starken Teilentladungen des Blitzes in etwa 3'/, cm Entfernung von dem 
linken Rande des Bildes abzweigende Seitenast, bei dem sowohl die in ihn 
hinein erfolgte Vorentladung wie auch die nachfolgende Erdströmung deut- 
lich zu erkennen sind, diese Erdströmung erheblich schwächer ist 
als die. Vorentladung, daß aber — im Gegensatz dazu — bei dem 
Seitenast, welcher links neben dem weißen Pfeil der Abbildung von der 
Entladung abzweigt, umgekehrt die Erdströmung erheblich stärker 
ist als die Vorentladung. 

Was nun aber die Ursache dieses somit hier erfolgenden Umschlags in 
der Intensität der beiden in die genannten beiden Seitenäste hineingegangenen 
Entladungen anbetrifft, so liegt es nahe, sie darin zu suchen, daß zwischen 
‚ den beiden hier in Frage kommenden Seitenästen von der Bahnlinie der 
Hauptentladung noch ein dritter solcher Ast — und zwar ein solcher von 
ganz besonders großer Stärke und Länge — abzweigt, dessen große Bedeu- 
tung denn auch schon daraus erhellt, daß die stärke erste . Teilentladung 
unseres Blitzes ihre große Stärke nur gerade bis zu seiner Abzweigungsstelle 
hin beibehält, um sich nämlich von da ab einesteils in unseren starken Seitenast 
und andernteils in die im Bilde ungefähr ebenso starke links neben dem 


4) B. Walter, Ann. Physik (5) 25 (1936) 124. 
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Walter: Uber einige Eigentümlichkeiten bei den Vorentladungen usw. 


‘ unteren Teil der Bahnlinie der Hauptentladung herlaufenden Vorentladung 
dieses "Teils aufzulösen. 


Von den beiden zuerst betrachteten Seitenästen liegt nun aber die Abzwei- 
gungsstelle des oberen oberhalb und die des unteren unterhalb der Abzweigungs- 
stelle dieses starken Seitenastes, so daß mithin in dem ersteren jener beiden 

Äste die Vorentladung sich noch mit ihrer vollen aus der Wolke kommenden 
Stärke, in den letzteren dagegen nur mit der erheblich geringeren Stärke 
ergießt, welche von der Vorentladung nach Belieferung des starken mittleren 
Astes noch übrig geblieben ist. 


Damit aber dürfte diese erste Eigentümlichkeit dieses Blitzschlages in der 
Hauptsache erklärt sein. 


Immerhin gibt es aber noch einen zweiten Grund, der hierbei ebenfalls noch 
in Frage kommen kann. Wegen der verschiedenen Lage der Abzweigungsstelle 
des mittleren starken Seitenastes dieses Blitzes zu denjenigen der beiden anderen 
Äste, in welchen der fragliche Umschlag der Intensitäten der Vorentladungen 
einerseits und der Erdströmung andererseits stattfindet, hat nämlich für die 
Erdströmung umgekehrt der untere Ast dieselbe bevorzugte Stellung, wie sie 
der obere Ast oben für die Vorentladung hatte, da ja die Erdströmung — im 
Gegensatz zu den Vorentladungen — von unten her in die Bahnlinie eindringt, 
und also in den unteren unserer beiden Seitenäste mit ihrer vollen, in dem oberen 
dagegen wieder nur mit der nach Belieferung des mittleren starken Seitenastes 
übrig gebliebenen Stärke, so daß also auch aus diesem Grunde ein solcher Abfall 
in der Intensität der in die beiden beiderseits von dem starken Ast gelegenen 
Seitenäste eingedrungenen Erdströmung, wie er sich in der Aufnahme zeigt, zu 
erwarten ist. Es scheint jedoch nicht wabrscheinlich, daß dieser Umstand hier 
dieselbe große Rolle spielt, wie wir sie nach Obigem hierbei für die Vorentladungen 
annehmen müssen, denn in der bereits oben erwähnten Aufnahme der Fig. 3 
der Tafel zu meiner unter !) angeführten Abhandlung in den Annalen der Physik 
von 1903 (Fig. 13 der Tafel IV im Hamburger Jahrbuch von 1903) ist die Stärke 
der in die verschiedenen Seitenäste ihres Hauptblitzes hineingegangenen Erd- 
strömung weder von der Entfernung ihrer Abzweigstellen vom Erdboden noch 
auch von der Stärke der in sie hineingegangenen Vorentladungen abhängig, so 
daß auch bei dem hier in Rede stehenden Blitz die Erdströmung keine erhebliche 
Rolle gespielt haben dürfte. ‘ 


Dieser Blitz zeigt nun aber noch eine andere Eigentümlichkeit. Von seinen 
soeben ausführlich behandelten drei Seitenästen zeigt sich nämlich bei dem 
mittleren, trotzdem er von allen dreien weitaus der stärkste und längste ist, doch 
überhaupt keine Spur einer Erdströmung, während bei den anderen beiden Ästen 
und auch sogar noch bei mehreren anderen, noch schwächeren Seitenästen dieses 
Blitzes, deutlich eine solche Strömung zu sehen ist. 


Zur Erklärung dieser bemerkenswerten Ausnahme gerade des stärksten Seiten- 
astes scheint nur die Annahme übrigzubleiben, daß die Bahnlinie dieses Astes 
beim Auftreten der fraglichen Erdströmung, d.h. also bei der Hauptentladung 
des Blitzschlages, durch die kurz vorher in sie hineingegangenen, hier so ganz 
besonders starken Vorentladungen noch so stark ionisiert, d.h. noch so gut 
leitend war, daß sie dann für die Erdströmung überhaupt keinen Widerstand 
mehr bildete und deswegen in ihr dabei auch nur eine so geringe Temperatur- 
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erhöhung erfolgte, daß eben deswegen die Erdströmung sich dabei überhaupt — 


nicht bemerkbar machte. Dabei muß man nämlich noch beachten, daß die in 
den fraglichen Ast hineingegangenen Vorentladungen, wie die Aufnahme zeigt, 
nicht bloß eine ganz erheblich viel größere Stärke hatten als die in den anderen 
Ästen dieses Blitzes, sondern daß diese größere Stärke darin auch eine erhebliche 
längere Zeit anhielt, wie ja daraus folgt, daß die Vorentladungen in diesem Ast 
ein breites helles Band bilden. 


Ein besonders beweiskräftiges Gegenstück zu der fraglichen Erscheinung bei 
unserem Blitz bildet übrigens ferner auch noch der Hauptblitz, der von mir in 
Fig. 14, Tafel IV 1903 im Hamburger Jahrbuch und in den Annalen der Physik 
(4) 18 (1905) 863 veröffentlichten Aufnahme, insofern nämlich auch dieser Blitz 
einen sehr starken und langen Seitenast hat, der aber — im Gegensatz zu dem 
starken Seitenast unseres obigen Blitzes — gerade eine ziemlich starke Erd- 
strömung aufweist. Der Grund dieses Gegensatzes bei diesen beiden Blitzen ist 


nämlich offenbar darin zu suchen, daß die in die beiden Seitenäste hineingegan- 


genen Vorentladungen bei dem zuletzt erwähnten Blitz nur schwach, bei dem 
unsrigen aber, wie ja mehrfach betont wurde, von einer ganz ungewöhnlichen 
Stärke war. In demselben Sinne spricht endlich auch noch die Tatsache, daß 
auch bei den starken Seitenästen des schon mehrfach erwähnten Hauptblitzes 
der Fig. 13, Tafel IV jener Abhandlung des Hamburger Jahrbuches von. 1903 
(Fig. 3 der Tafel der Annalenarbeit von 1903), die ja, wie schon erwähnt, eine 
sehr deutliche Erdströmung zeigten, die in sie hineingegangenen Vorentladungen 
sämtlich nur verhältnismäßig schwach waren. 


Hamburg, Physikalisches Staatsinstitut. 


(Bei der Redaktion eingegangen am 10. 7. 1944.) 
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Schiffswellen in elementarer Behandlungsweise 


Von W. Lenz’) 
(Mit 2 Abbildungen.) 


Inhaltsiibersicht 


Die vom Schiff auf dem Wegstück dx, erzeugte Störung wird in (1) durch 
Superposition von ebenen Wellen dargestellt und daraus die gesamte Wellen- 
störung für große Entfernung vom Schiff in (5) gewonnen. Indem man durch ein 
Näherungsverfahren nur die Stellen wirksamster Superposition berücksichtigt (7), 
und sich dann auf ausgesprochene Schwere- bzw. Kapillarwellen beschränkt, 
erhält man in (15), (16) die Wellenhöhe. Die Auswertung mittels der Sattelpunkts- 
methode (19), (21b) liefert in (25) die Differentialgleichung für die Gestalt der 
Wellenkämme, deren Integration in großen Zügen diskutiert wird und das Bild 
Abb. 1 ergibt. Es war dem Verf. überraschend, daß sich in der Literatur an- 
scheinend nirgends die obigen Einzelheiten über das System der Kapilarwellen 
vorfinden. x 


Vorbemerkung 


Wird irgendein Körper mit (nicht zu geringer) konstanter Geschwindigkeit 
auf oder unter der Wasseroberfläche bewegt, so tritt das in Abb. 1 skizzierte 
System der Schiffswellen auf. Man unterscheidet daran das System der Fieder-, 
der Quer- und der Kapillarwellen. Für. die weitere Umgebung des Körpers 
erweist die Gleichartigkeit der beobachteten Wellenbilder, daß diese offensichtlich 
nicht durch die besondere Form der vom Körper vermöge seiner Gestalt erzeugten 
Störung, sgndern nur durch die Tatsache kontinuierlich erfolgender Störungen über- 
haupt bedingt sind. So hat Kelvin das Wellensystem durch Superposition ring- 
symmetrischer Störungen erklärt?). Einen wesentlichen Fortschritt bedeutete es, 


1) Mit der Theorie dieses eindrucksvollen Erscheinungsbildes der Hydrodynamik 
wurde ich in meiner ersten bei Sommerfeld gehörten Vorlesung bekannt gemacht. 
In einer Art Reminiszenz sei es mir verstattet, die vorstehende vereinfachte Darstellungs- 
weise meinem verehrten Lehrer zum 75. Geburtstag, wenn auch durch besondere Um- 
stinde Ku are darzubringen. (Anm. b. d. Korr.: Leider sind erneut 2!/, Jahre 
verstrichen.) 


2) Vgl. H.Lamb, Hydrodynamik. Leipzig 1907. S. 505ff. 


haupt 
die in 
zeigt, 1 
deren 
bliche | 
n Ast 
bei 
nir in 
Blitz 
n ist / 
egan- 
dem | 
ichen | 
‚ daß 
litzes 
1903 
eine 
ingen 
| 
| 
‘ £ 


©: Annalen der Physik. 6. Folge. Band 1. 1947 


daß es Havelock*) gelang, das Problem einer unter Wasser bewegten Doppel 
quelle (d. h. das eines ungefähr kugelförmig gestalteten U-Bootes) in großer 
Strenge zu lösen und aus solchen Lösungen, dureh Anbringung kontinuierlich 
verteilter Doppelquellen auf der Mittelwand eines Schiffs,'das Wellensystem auch 
für die Nähe des Schiffs (und damit die Wellenlinie längs der Schiffswand und 
auch dessen Wellenwiderstand) zu berechnen. 

Damit ist eigentlich das Problem der Schiffswellen in aller, EEE 
Vollständigkeit gelöst. Wenn ich trotzdem darauf zurückkomme, so geschieht 
es, um zu zeigen, daß es der komplizierten Superposition von Ringwellenlösungen 
und der Havelockschen Betrachtungen nicht bedarf, um das System der Schiffs- 
- wellen in größerer Entfernung vom Schiff zu gewinnen, sondern allein der Kennt- 
nis ebener Wasserwellen, d. h. eigentlich nur der Beziehung zwischen deren Phasen- 
geschwindigkeit U und Wellenzahl k = 27/A, indem die elementare, infinitesimale 


Aapillarwellen 


\ 


| | bewegter Körper 
Querwellen 
Abb. 1 


Störung sogleich als Superposition ebener Wellen dargestellt wird. Man erhält 
dadurch Aussagen von großer Allgemeinheit, Kapillar- und Schwerewellen 
umfassend, allerdings nur, soweit es die Gestalt der Wellenkämme weitab vom 
Schiff und nicht deren absolute Höhe betrifft. 


$ 1. Aufbau aus ebenen Wellen 


Bedeutet nämlich f(k,9) dkd9dx, die Amplitude einer solchen unter dem 
Winkel # gegen die X-Achse fortschreitenden ebenen Welle und liege der Aus- 
gangspunkt der zur Zeit i=t, auf der Strecke dz, erfolgenden elementaren 
' Störung bei 2», %,, so kann die Wellenhöhe 2,dx, an irgendeiner Stelle x, y der 
Wasseroberfläche für t >t), y >% dargestellt werden durch (R = Realteil): 


FA R [f f dk f f(k, 0) etk 1) cos 8+ (y— y)sin 9) —io(t—t) "dé 
Es ist dabei eine für das Folgende sehr wesentliche Festsetzung, daß hier nur von 
0 bis z hinsichtlich # integriert wird, damit man nur auslaufende Wellen berück- 
sichtigt, d.h. solche, die für y> y, nur eine Fortschreitungskomponente in der posi- 


3) Havelock, Proc. Roy. Soc. London 121 (1927) 513; 188 (1932) 339; 144 (1934) 514. 
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Lenz: Schiffewellen in elementarer Behandlungsweise eg 


tiven y-Richtung haben. Für y< y, müßte von z bis 2x integriert werden, 
doch ist für das Spätere diese Darstellung nicht nötig, weil die Schiffswellen 
spiegelsymmetrisch binsichtlich der x—, d. h. Bewegungsrichtung des Schiffes 
sind und also nur die Seite y >, betrachtet zu werden braucht. Aus dem 
gleichen Grund wäre dabei noch zu setzen f(k, 2x—#) = f (k, 8). ‘ 


Bei axialsymmetrischen Ringwellen wäre f von # unabhängig zu wählen. Es 
ist aber klar, daß das komplizierte System von Störungen, die von einem: Schiff 
im Zeitelement dt ausgehen, auch nicht in großer Entfernung vom Ausgangs- 
punkt als axialsymmetrische Ringwelle aufgefaßt werden kaun, sondern offenbar 
in der Gestalt (1) dargestellt werden muß*). Wenn wir uns also, wie im folgenden 
stets, auf große Entfernungen vom Schiff beschränken, können wir die Wirkung 
des Schiffs darstellen als Superposition von Störungen der Gestalt (1), die für 
das geradeaus fahrende Schiff längs einer Geraden erfolgen. Wir nehmen dabei 
an, daß das Schiff auf der Strecke dx,, auf der es sich zur Zeit t, = x,/v befunden 
haben mag — %< 0, v = (konstante) Schiffsgeschwindigkeit — die Störung 
%dx, verursache. Die Funktion f(k,#) bleibt im folgenden stets 
willkürlich wählbar. Um Konvergenzschwierigkeiten zu umgehen, wollen 
wir den Faktor e*% hinzufügen, worin x > (0 angenommen und zu Schluß gleich 
0 gesetzt werden soll. Wird noch y, = 0 gewählt, so erhält man dann für die 
gesamte Wellenhöhe 2 an der in großer Entfernung vom Schiff befind- 
“ lichen Stelle x, y: 


oo a 0 : 
a J a | dx, f (k, 8) + seine) - . | (2) 


Die Integration bis x, — 0 bedeutet, daß das Schiff im Zeitpunkt ¢ am Koor- 
dinatenanfangspunkt angelangt ist. Wir setzen ’künftig *=0. Nach Ausführung 
der Integration über x, und Einführung von Polarkoordinaten (vgl. Abb. 1): 


x=resp y=rsng (3) 


ergibt sich mit Riicksicht auf die fiir ebene Wasserwellen geltende Beziehung 
(o = Dichte, ¢ = Oberfläcbenspannung, h = Tiefe des Wassers): 


k 
für die Wellenhöhe 2 in großem Abstand vom Schiff, d.h. rk > 1: 


wo=k-U; Ut = (4 +k) Igkh (4) 


a 


a+ik( — cos 9) ] 
6 
Ersichtlich erfolgt der größte Beitrag zu (5) an derjenigen Stelle k,, für die 
U(k)=vcos®. (6) 


4) Wollte man den Wellenverlauf in der Nähe des Schiffs darstellen, so müßte, wie 
bei Havelock, an Stelle der punktförmigen Störung (1) ein Störungsgebiet inner- 
halb (der jeweiligen Lage) des Schiffs angenommen werden. 
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Dies setzt voraus, daß v > U „in; da im allgemeinen nur der Fall der Tiefseewellen 
kh>1, tgkh= 1 vorliegt und daher hier auch allein diskutiert werden soll, 
so muß demnach v > 23 cm sec”! sein, damit die folgenden Betrachtungen gül- 
tig sind. 

Man ersieht übrigens leicht, daß (6) schon für irgend zwei benachbarte, etwa 
von den Stellen x, und x, + dx, ausgehende Störungen die Bedingung günstigster‘ 
Superposition darstellt. 

Setzt man k = k, + Ak und denkt sich den Integranden von (5) an der Stelle k, 
entwickelt, so kann bei hinreichend großem r schon r Ak > 1 sein, wenn noch Ak 
sehr klein gegen k, ist. Man wird daher eine für große r brauchbare Näherung 
bekommen, wenn man die Entwicklung mit dem linearen Glied. in Ak abbricht 
und erhält so: 


faoı (Kos 2) (7) 


+00 


dAk >= A lim - (Ta) 


— 00 —oo 


ko =» ak | cos ( p)| 
Wegen x >0 kann man statt &, >0 auch iA >0 setzen. — Die komplexe Aus- 
führung des Integrals in J (k,) liefert ersichtlich 0 für &,< 0 und 2rie-* für 
& >20. Daher kommt im Limes x —0 mit Rücksicht darauf, daß (6) nur für 


0 < 2/2 erfüllbar ist 
ikyrcos(# — p) | 
J daD (9) | 
D9) = iA>O. 
Dabei ist A aus (7b) und k, aus (6) mit (4) zu entnehmen; f(k,®) bleibt will- ° 
kürlich wählbar. 


Hiermit ist das’ gestellte Problem zwar vollständig gelöst, doch wäre die 
explizite Auswertung dieser Lösung mittels der Sattelpunktmethode ($2) im 
Falle der allgemeinen Beziehung (4) unnötig kompliziert. Es genügt, daß wir 
uns auf ausgesprochene Schwere- bzw. Kapillarwellen über tiefem Wasser be- 
schränken, d. h. wir nehmen an, daß kh>1 und v > Uynin (d.h. > 23cm 
sec!) ist. Es ist zweckmäßig, eine Größe e= + 1 einzuführen und 


e=+ 1 den Schwerewellen, wo U? = g/k 
e=—1 den Kapillarwellen, wo U?= —k 


zuzuordnen. 
Dann gilt: 
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Lenz: Schiffswellen in elementarer Behandlungsweise 


Damit iA >0, muß also sein 6 =—e, woraus folgt: 
(10) 


cos 


Führt man neue Winkel ein: 


y=n—y, (11) 


so folgt cos (9 — py) = sin (y— y), und 6 = — e erfordert daher nach (7b): 
>yfüre=+]; x<yfüre=—l. (12) 
Bei Erfüllung von (6) erhält man nach (9) zwei Werte für k,, die mit k(® und k(*> 
für ge — + 1 bezeichnet werden sollen. Da dann nach (9) und (6) folgt: 


sin? y 
— hy sin? y ; e=—l, (14) 


so erhält man aus (8) mit Rücksicht auf (12), (10) und (11) für die Wellenhöhe 2, 


der Schwerewellen: 
a/2 
sin (y—z) 


z, == § dz®, (x) ry ker \ 
(x) = sin x : 3 2): 


und für ‚z, der Kapillarwellen: 


—R { fu ®,. (x) et kx: rsin(y—x)sin*z | 
jv <n/]2 (16) 
Ian für y >2/2 
Aus (15) entnimmt man in Übereinstimmung mit der Erfahrung, daß dfe Schwere- 
wellen auf das Gebiet y < 2/2 also auf die Seite abfließenden Wassers beschränkt 
sind. 

Im folgenden wird gezeigt, wie sich die Auswertung dieser Integrale mittels 
der Methode der er Phase“, auch Sattelpunktmethode genannt, ge- 


staltet. 


$ 2. Die Gestalt der Wellenkämme 


Wegen der Annahme kr >>) 1 sind die Exponentialglieder im Integranden von 
(15) (16) sehr schnell veränderlich gegenüber den Faktoren ®; sie geben daher nur 
einen wesentlichen Beitrag an Stellen y = x,, wo der Exponent einen Extre- 
malwert besitzt, d.h. die Phase „stationär“ ist. Die Integrale haben die Form 


An der Stelle 7 = y sei F’(y%) = 0, so daß 


79 
| 
(Ta) | 
(15) 
(7b) 
für 
r fiir 
will- 
) im ; 
wir 
3 cm : 
(9) 
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‘ 


Falls F’’ (y.) + 0, liefert dann die Stelle x, für o >>> 1 näherungsweise den Beitrag 


+ 00 
woraus in bekannter Weise 
{ wa } (19) 
Ersichtlich ist in den Fällen (15) und (16) zu setzen: 
Fy) = 


sin?” = sin (y—y) sin? s,m = (2) 
woraus mit F’(y,) = 0 bzw. d log F(y%)/dz» = 0 wegen der Bedeutung (9) von; 


e ctg (y— %q) + 2 ctg (X) = 0; (21a) 
das heißt 


Wie in (25) gezeigt wird, stellt x, den Winkel dar, den die Wellenkämme mit der 
negativen 7-Richtung bilden. 


Für Schwerewellen e=+ 1 ist nach en y<n/2; es gibt dann reelle 

Lösungen nur für < 1, 
tev ‚ d.h. y < yf? = 19° 34”. \ (22) 

Damit %, im Integrationsbereich von (15) liegt, muß seny<y< aj2; man | 
weist leicht nach, daß für das Gebiet (22) durch (21b) beie = 1 diese Bedin- 
gung von selbst: erfüllt, also tg%, > tgy ist und daher (15) im Gebiet (22) tat- 
sächlich Schwerewellen liefert. In Übereinstimmung mit der Erfahrung folgt also, 
daß das System der Schwerewellen nach abfließendem Wasser hin in 
einen Winkelbereich von 2x 19° 34’ eingeschlossen ist. 


Im Falfe der Kapillarwellen, e=—1, gibt es für ale % reelle Lösungen 
(21b). Wegen (12) ist fiir y< 2/2 zu verlangen, daß tgy,< tgy. Da ferner 
tg% >0, indem y, im Integrationsbereich von (16) liegen soll, so ‘bleibt nach 
(21b) nur 

I+ — ‘y—1) tg y; 2. 23a). 

= + te*y—1)< ty; v<al (238) 

Man weist leicht nach, daß die rechte Seite von (23a) stets < ur ist, wie nach 
Obigem zu fordern. Im Falle y >2/2 bleibt nach (16) nur die Bedingung tg 7, >0 
übrig, für die (12) von selbst erfüllt ist, und die dann nach (21b) nur durch , . 


= (7/1 + tety+ 1); (23b) 
erfüllt wird. 
Von y = 2, d.h. nach (11) von g = 0 ausgehend, wofür (23b) 7% = 2/2 liefert, 
erhält man bis y=</2 aus (23b) die zugehörigen bis tg V2 reichenden 
Werte von %,.. Die weiteren bis x, = 0 reichenden Werte liefert (23a). Da stets 
%<y=n7—gp, so reicht also p von 0 bis x und es folgt: Das System der} 
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Kapillarwellen liegt zwar im wesentlichen vor dem Schiff, greift 
aberin das Gebiet ablaufenden Wassers hinein. 


Wegen der schnellen Veränderlichkeit des Exponentialgliedes in (19) für 


o=kry)))1 kann die Gestalt der Wellenkämme aus der Forderung 
oF (x) = const entnommen werden. Sei z=£ y=n ein Punkt des Wellen- 


' kamms, so folgt aus:(20), (11) und (3), ferner wegen (13) und (14): 


oF(%) = k&% { E sin y+ 7 cos x } = const . (24) 


Bei Bildung des Differentials d { r F'(y,)} = 0 kann wegen der Extremaleigenschaft 
von F der Wert von x, festgehalten werden, und es braucht nur r und yw bzw. & 
und 7 differenziert zu werden. Da für einen Punkt des Wellenkamms tg y = — n/é, 
indem § < 0 für y< 2/2, so erhält man aus (24) und (21b): 


d 1 
e=+1. (25) 


Abb. 2 


Die Kämme bilden also den Winkel y% mit der negativen x-Rich- 
tung; dies ist verständlich, weil wegen (6) und (11) 9, =2/2— x, die Fort- 
schreitungsrichtung der Wellen wirksamster Superposition darstellt. Die Inte- 
gration denken wir uns graphisch durchgeführt; wir geben einen Überblick über 
das Ergebnis: 

Im Fall der Schwerewellen, e=-+ 1, gehen wir von einem Punkt P, deı 
Grenzgeraden y‘*) aus, vgl. Abb. 2, wo die Wurzel in (21a) bzw. (25) verschwindet 
und also tgx, = 2 ist, schreiten um As in der Richtung dn/d£ = — 2 fort bis 
mm Punkt P;, zu dem nach (26) jetzt zwei (wenig) verschiedene Werte dn/dé 
gehören, gehen dann in diesen Richtungen weiter bis P; bzw. P,’ usw. Bei Er- ~ 
reichung der X-Achse geht x, beim einen Zweig (+ Vorzeichen, d. h. Querwellen) 
nach 7/2, beim anderen (— Vorzeichen, d.h. Fiederwellen) nach 0. Die Quer- 
wellen haben daher nach (13) und (24) an der X-Achse die Wellenlänge 


k, = =g/e. 
Zur Beurteilung der Wellenhöhe ist nach (19) die Kenntnis von F’’ (yo) erforder- 


lich, wofür man aus (20) mit (21a) findet: 


FY (x) = F (yo) {1 — 2 ct? (26) 
Ann. Physik. 6. Folge, Bd. 1 6 
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An der Grenzgeraden y—y{® verschwindet nach (22) und (21b) die {}; dies 
bedeutet, daß (19) ungültig wird und man in (18) das Glied mit y® berücksichtigen 
muß. Auf Grund des gleichen Verfahrens ergibt sich so für die Umgebung von 
FP’ (yo) = 0, also für die Nähe yp ~ y{*: 

d.h. nahe der Grenzgeraden geht die Wellenhöhe wegen o = k,-r [vgl. (20)f 
mit 7") nach 0 statt sonst mit r". Die Wellenhöhe ist also an der Grenzgeraden 
besonders groß, nimmt für die Querwellen bei Annäherung an die X-Achse auf einen 
endlichen Betrag ab, während sie für die Fiederwellen zu 0 abnimmt, weil dann 
in (19) wegen (26), (15) und (20) 


und für jede sinnvolle Störung f (k, 9) mit k ~ k,/y5 > 00 sehr stark nach 0 geht. 

Bei Kapillarwellen, e=— 1, gehe man von einem vor dem Schiff gelegenen 
Punkt P,der X-Achse aus. Da jetzt nach dem Früheren immer nur ein Vorzeichen 
der Wurzel in (25) gilt, so gehe man auf (23a, b) zurück. Für P, ist y = 2 und 
es liefert (23b) den Wert 7% = 2/2; wie schon aus den Symmetrieverhältnissen 
folgt, stehen die Kämme der. Kapillarwellen hier nach (25) senkrecht auf der 
X-Achse. Bei Fortschreiten in dieser Kammrichtung ändert sich x, (und also nach 
(25) auch dn/d£) mit y nach (23b) nur langsam; selbst für y = 2/2 ist ja noch 
tg % = y2 . Im Unendlichen schmiegen sich die Wellenkämme nach (23a) der 
x-Richtung an. Ihr allgemeiner Verlauf ist in Abb. 1 dargestellt. Auf der x-Achse 
haben die Kapillarwellen nach (14) und (24) die Wellenlänge 


k= = 2 aA, = 


Da Fx im Endlichen nirgends indem nach (20) und (21a) 
folgt: 


F% = — 3 sin (y— { 7 + 2 cos* 
und ja stets 7 < y, so reicht in (18) das Glied mit y* aus; die Wellenhöhe nimmt 
also nach (19) mit »—"" ab. 

Rückblickend sei nochmals darauf hingewiesen, daß diese Fülle von Ergeb- 
nissen an wesentlich Hydrodynamischem allein die — (4) (bzw. ihre Auf- 


spaltung gemäß (9)) voraussetzt. 


Hamburg, Institut für theoretische Physik. 


(Bei der Redaktion eingegangen am 21. 7. 1944.) 
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Zur Theorie der Ablenkfehler von Elektronenstrahlbündeln, 
insbesondere in gekreuzten Ablenkfeldern 


Von Georg Wendt 
Inhaltsübersicht 


Es wird gezeigt, daß solange man das Potential in eine Potenzreihe um die 
Symmetrieachse eines doppelsymmetrischen Ablenksystems entwickelt, nicht nur 
die achsensenkrechten Strahlkoordinaten, sondern auch die den Ablenkspannungen 
proportionalen Koeffizienten dieser Reihe als kleine Größen zu betrachten sind, 
unabhängig davon, ob eine einmalige stärkere Auslenkung des Elektronenstrahl- 
bündels vorgenommen wird, oder der Strahl, wie bei Oszillographen und Fern- 
. sehröhren, um seine Ruhelage hin- und bergelenkt wird. Werden die „Beiträge 
zur Theorie der elektrischen Ablenkung von Elektronenstrahlbiindeln“ von Picht 
und Himpan in dieser Weise richtig gestellt, so bedeuten sie nur einen Sonder- 
fall: (elektrisches Ablenkfeld ohne seitliches Streufeld) der von W. Glaser be- 
handelten allgemeimen Ablenkfelder. 

Bei der Untersuchung von gekreuzten Ablenkfeldern-ist bei Verwendung der 
Pichtschen Berechnungsmethode der Fall, daß sich beide Ablenkfelder über- 
lagern, auszuschließen. Beachtet man dies, so erhält man die in den „‚Beiträgen“ IV 
vermißte Übereinstimmung zwischen den Pichtschen Fehlerkoeffizienten und den 
entsprechend reduzierten Koeffizienten meiner Arbeit über gekreuzte Ablenkfelder. 


- 


Gleich nach dem Erscheinen der Arbeit von J. Picht: „Beiträge zur Theorie 
der elektrischen Ablenkung IV“!), die u.a. auch einen Vergleich der Ergebnisse 
der „‚Beiträge“ I, II, IIT?) von J. Picht und J. Himpan mit meinen Arbeiten *)*) 
durchführt, wurde mir klar, daß eine Klärung und Bereinigung der noch strittig 
gebliebenen Fragen unumgänglich notwendig geworden war. Doch war es mir 
durch die bekannten Zeiterscheinungen bis jetzt nicht PER. zu diesen Fragen 
Stellung zu nehmen. 

Es handelt sich zunächst und hauptsächlich darum, ob bei der Darstellung der 
Ablenkfelder durch eine Potenzreihe, welche nach Potenzen der zur optischen 


*) J. Picht, Ann. Physik (5) 43 (1943) 53, im folgenden genannt: „Beiträge“ IV. 

5 2) J. Picht u. J. Himpan, Ann. Physik (5) 39 (1941) 409, im folgenden genannt 
„Beiträge“ I, II, II. 

3) G. We ndt, Die Telefunkenröhre 15 (1939) 100. Im folgenden mit W I zitiert. 

*) G. Wendt, Z. Physik 118 (1942) 593. Im folgenden mit W II zitiert. 
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Achse*) senkrechten Koordinaten fortschreitet, die Reihenkoeffizienten (welche ° 
proportional der Ablenkspannung bzw. dem Ablenkstrom sind) als diesen Koordi- 
naten gleichberechtigte kleine Größen betrachtet werden dürfen oder. nicht. 
J. Picht und J.Himpan unterscheiden offenbar zwischen einer einmaligen 
stärkeren Ablenkung, bei welcher diese Reihenkoeffizienten keine kleinen Größen 
- sind, und einer zeitlich wechselnden Ablenkung in zwei zueinander senkrechten © 
Richtungen, wie sie bei Oszillographen und Fernsehröhren vorkommt, bei welcher 
diese Koeffizienten als kleine Größen gelten. Dem ersten Fak sind die „Beiträge“ 
I und II, dem zweiten die ‚Beiträge‘ III gewidmet. Wir werden sehen, daß eine 
- solche Unterscheidung nicht zulässig ist, und daß die fraglichen Reihenkoeffi- 
zienten in beiden Fällen als kleine Größen zu behandeln sind. Streicht man 
dann in den Beiträgen I und II die überzähligen Reihenglieder, so erhält man 
. nur einen Sonderfall der von W. Glaser*) aufgestellten allgemeinen Ablenkfehler- 
theorie, da Picht und Himpan sich ja nur auf elektrische in einer Richtung 
unveränderliche Ablenkfelder beschränken. 

In den „Beiträgen‘‘ III werden diese Reihenkoeffizienten als kleine Größen ° 
behandelt, die Ergebnisse dieser Arbeit müßten also wieder einen Sonderfall der 
in W II behandelten Ablenkung in zwei zueinander senkrechten Richtungen dar- 
stellen. J. Picht hat einen Vergleich der beiden Arbeiten in den ,,Beitrigen“ IV 
durchgeführt, wobei sich bei emigen Fehlerkoeffizienten Unterschiede zeigten. 
Nach Picht entspricht dies „der Tatsache, daß in den Wendtschen Koeffizienten 
keine Abhängigkeit vom eventuell vorhandenen gegenseitigen Abstand beider 
Ablenkfelder zum Ausdruck kommt‘. Wir werden sehen, daß dieser Abstand in 
meinen Koeffizienten wirklich berücksichtigt ist, daß dagegen bei der Picht- 
schen Betrachtungsweise eine Überlagerung ünd ein Ineinandergreifen der beiden 
Felder nicht statthaft ist”). Schließt man diesen Fall aus, so stimmen auch, wie 
es sein muß, die Fehlerkoeffizienten in beiden Arbeiten vollkommen überein. 


1. Abschätzung der Größenordnung der Potenzreihenglieder 


Wir wollen also zunächst mit der Abschätzung der Größenordnung der ein- 
zelnen Reihenglieder beginnen, wobei die von W. Glaser und mir angewandte 
Berechnungsmethode zugrunde gelegt wird. Die Überlegungen gelten, sinngemäß 
angewandt, natürlich auch für die Rechnungen von Picht und Himpan. 

Es sollen von vornherein gekreuzte Ablenkfelder betrachtet werden, da- 
mit die sich aus den betrachtenden Reihen ergebenden Fehlerkoeffizienten für den 
später vorzunehmenden Vergleich mit den Ergebnissen der „Beiträge“ III ver- 
wendet werden können. Bei dieser Gelegenheit soll ein kleiner Rechenfehler, 
der sich in meine Arbeit W II eingeschlichen hatte, richtiggestellt werden. 

Die Wahl des rechtwinkligen, kartesischen Koordinatensystems und der son- 
stigen Bezeichnungen nehmen wir genau wie in WII vor, bei irgendwelchen 


Unklarheiten solcher Art möge dort nachgeschlagen werden. Von den beiden # 


gekreuzten Ablenksystemen lenke das System, dessen Feldgrößen den Index I 
tragen, in Richtung der X-Achse, das System mit dem Index II in Richtung der 
Y-Achse ab; die Z-Achse ist dabei die Symmetrieachse der beiden ‚als doppel- 

5) Als optische Achse gilt die Symmetrieachse der als doppelsymmetrisch ange- 
nommenen Ablenkfelder. 

*) W. Glaser, Z. Physik 111 (1938) 357; 117 (1941) 412. 

?) Dies wird in den Beiträgen III nicht ee gi vgl. S. 487 unten, wo beide 
Ablenkfelder sogar an gleichem Ort angenommen sind. : 
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symmetrisch (antisymmetrisch) angenommenen Ablenkfelder. Das resultierende 
elektrische Feld läßt sich dann durch eine nach den Koordinaten x und y ent- 
wickelte Reihe für das Potential m darstellen: 


p = U—Eyox— Eqn y— Era xy? — 


Ei E 


Die Reihen fiir die Komponenten des resultierenden magnetischen RER 
tials sind entsprechend: A 


A,=—5Hioy'+ 

A,= 

4,=—Hyox+ Anoy + Ai22y— y— 


Die Reihenkoeffizienten in (1) und (2) sind Funktionen von Z. Striche bedeuten 
Differenziationen nach dieser Koordinate. 

Für die Bestimmung der Elektronenbahnen gehen wir vom Fermatschen 
Prinzip aus: 


ö [Fa =o. (3) 


z= 2, ist eine achsensenkrechte Ebene, die die Elektronen noch vor Eintritt in 
eines der beiden Ablenkfelder erreichen, z =z, die Ebene des Röhrenschirms 


und F die Funktion: 
Wir entwickeln diese Funktion in eine Reihe nach z’, y’, x und y, wobei wir für 
die Potentiale 9 und & ihre Reihendarstellungen (1) und (2) verwenden): 
F- = + — (7-240) (- 2k Hno) 
Eio 1 Ejro 1 Exo 
a; art y y+ Im > 
E 
+( 2k His) 112 
> 


8) Die Reihe (5) unterscheidet sich von der Reihe (18) in W II durch die Glieder 
4. zy+ + (z’? + y’2), die in W II infolge eines Rechen- 
fehlers (auf den mich J. Picht aufmerksam gemacht hat) fehlen. 
Entsprechend ändern sich in W II auch die Fehlerkoeffizienten; sie werden im zweiten 
Teil dieser richtig wiedergegeben. ~ 
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Es erhebt sich nun die Frage, welche Glieder in dieser Reihenentwicklung von 7 
gleicher Ordnung und welche wiederum gegen andere vernachlässigbar klein sind. 
Sind insbesondere die Glieder 

EY BT Eig E 

die ebenfalls in x und y nur dritten Grades sind und die in (5) nicht beriicksichtigt 
wurden, mit Recht fortgelassen ? 

Wir wollen zunächst die Frage prüfen, ob x’ und y’ einerseits und x und y 
andererseits von gleicher Größenordnung sind oder nicht. Dazu nehmen wir zu-% 
nächst an, daß die Funktionen Eıro, kHyo, nicht irgendwie beschränkt 
sind, so daß für den Fall gleicher Größenordnung von x und x’ usw. in (5) außer 
dem ersten, für die Elektronenbewegung uninteressahten Glied alle Glieder bis auf 


E 

von höherer als erster Ordnung sind und gegen Far also vernachlässigt werden” 
müssen®). Setzen wir diesen Ausdruck für F in die dem Fermatschen Prinzip 
äquivalenten Euler-Lagrangeschen Gleichungen: 

d (&F oF föF or 

ein, so ergibt sich: 
+ 2kHy» = 0 (7) 


ein im allgemeinen bestimmt nicht eis Ergebnis, das jedoch auf die 
Beschränktheit der Funktionen E, 9, Ey; 0, kHy 9, hinzudeuten scheint. 
Nehmen wir dagegen an, daß die Glieder x’? und y’? von gleicher Ordnung 
wie die vorhin stehengelassenen Glieder sind, so erhält man aus dem Fermat- | 
schen Prinzip: 
pr (8) 
y= — — kHyo 


Differentialgleichungen, die auf die Lösungen: 


, 
= Xo + (Be — (z — 2) dz = x 


+ xo (z — 2%) + X ©) (9) 
Yo + Yo (z — 20) + fr + kHuo) (z — 20) dz = yo 


+ yo (2 — 20) + ro 

9) Sie können erst bei einer anschließenden Störungsrechnung berücksichtigt werd 
und zwar muß für jede Gliedergruppe nächsthöherer Ordnung eine neue Störungs- 
rechnung angesetzt werden. In den „Beiträgen“ I und II führen Picht und Himpan 
im Gegensatz hierzu die Rechnung für Glieder verschiedener Ordnung gleichzeitig durch, 
so daß im Ergebnis für Ablenkfehler niedrigster Ordnung zwar Übereinstimmung ıait 
den Arbeiten von Glaser und mir zustande Sanat. die Ablenkfehler héherer Ordnung 
jedoch unvollstandig sind. ‘ 
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führen. Diese Lösungen geben die Gesetzmäßigkeiten der ,,idealen‘ Ablenkung 
wieder: Die Strahlenablenkung X und Y ist von den Anfangswerten x, Xo» Yor Yo 
‘ der Strahlkoordinaten in der Ebene z = z, unabhängig; ein im unabgelenkten Zu- 
stand in einen mathematischen Punkt in der Schirmebene z = z, konvergierendes 
Strahlenbündel, bleibt auch abgelenkt in einem Punkt dieser Ebene konzentriert. 
Außerdem sind die Ablenkungen den elektrischen bzw. magnetischen Feldstärken 
E, bzw. kH, proportional, somit auch den Ablenkspannungen bzw. den Ablenk- 
strömen. Diese Gesetzmäßigkeiten sind für nicht zu große Ablenkungen in un- 
zibligen Versuchen verifiziert. 


Damit steht fest, daß x’?, y’* , x und + 2kHyo) y 


von gleicher-Ordnung sind, und zwar, wenn wir von 2’, y’ ausgehen, von zweiter 
Ordnung. 


Bei den weiteren Gliedern der Reihe fiir F, die für die-GréBe der Ablenk- 
fehler bestimmend sind, geht man entsprechend vor. Man erkennt sofort, daß 
das Glied (z’? + “7 ein Glied vierter Ordnung ist, entsprechend dem Obigen 


E,, E Ei E E 
auch die Glieder ZU? 7 +7 v) 2), 


Die in (5) ace Glieder We usw. dagegen, trotzdem sie in x usw. nur 
von dritter Ordnung sind, müssen als Glieder sechster Ordnung gegen die 


übrigen wirklich in Fortfall kommen. Die Ordnung des Gliedes Fi 0 kann man 


durch Ausführung einer zweimaligen partiellen Integration erkennen”™). Es ist: 


10 
dz = - (10) 


2 
Dabei wurde vorausgesetzt, daß das elektrische Feld in den Ebenen z = z und 


z= 2, bereits abgeklungen ist und die Beziehung (8): x’ = — 1 verwendet. 


Ebenso findet man 


23 
y=— f kHjoy?dz—2 fkHyox' y' ydz. (11) 
26 20 


kHjo2' y? und k Hj10 2? y’ sind also ebenfalls Glieder vierter Ordnung. Aus den 
Potentialreihen (1) und (2) erkennt man, daß EZ, im allgemeinen die gleiche Ord- 
nung wie Hy hat, und durch Berechnung der Feldstärke 9 = a A, daß H, die 
gleiche Ordnung wie Hy hat. we finden so z. B.: 


Zs : 
2 2 ” Wr 
20 


also von gleicher Ordnung wie (11). 


1) Die TES ist insofern. keine Einschränkung, als diese Glieder bei den Fehler- 
koeffizienten wirklich unter dem Integralzeichen ersc einen. 


von 
sind. 
atigt 
nd 
änkt | 
ußer 
rden 
inzip : 
(6) 
(7) 
t. 1 
nung 
nat- 
(8) 
| 
7 | 
\ 
erden 
n pan 
lurch, 
g init 
Inung 


88 Annalen der Physik. 6. Folge. Band 1. 1947 


Bei Picht-Him pan interessieren überdies sowieso nur die elektrischen Glieder, 
und bei diesen fallen wiederum alle Glieder mit E, wegen Nichtvorhandensein 
des seitlichen Streufeldes- fort. 


Diese ganzen Überlegungen gelten natürlich nur solange, als man sich auf dem 
Bildschirm für das Gebiet um den Durchstoßpunkt der optischen Achse (z-Achse) 
herum interessiert (also bei Oszillographen und Fernsehröhren). Es gibt jedoch | 
‘ elektronenoptische Anordnungen, wie z. B. Massenspektrographen, wo eine ein- 
malige starke Umlenkung der das Bild: (z. B. Spaltbild) erzeugenden Elektronen- 
bzw. Ionenstrahlenbündel vorgenommen wird. Für eine solche Anordnung sind 
unsere Fehlertheorien alle nicht geeignet, auch nicht die Picht- Himpanschen 
Beiträge I und II, obgleich sie anscheinend von den Verfassern für einen solchen 
Fall vorgesehen worden sind. - 


Will man die Fehler einer sehr stark umlenkenden” Anordnung bestimmen”? 
so müssen die Potentialfelder um einen mittleren Strahl des abgelenkten Elek- 
tronenstrahlbündel-Systems entwickelt, und die Strahlabstände und Neigungen 
gegen diesen mittleren Strahl in einem passend gewählten krummlinigen Koordi- 
natensystem gemessen werden"). Eine solche Rechnung ist von M. Cotte") 
durchgeführt worden. In der Praxis wird man überdies für den Zweck: einer 
starken Ablenkung nicht eine ,,doppelsymmetrische“ oder „antisymmetrische“ 
Anordnung'?) wählen, sondern zwecks Erzielung einer höheren Feldstärke die 
Elektroden dem Strahlverlauf möglichst anschmiegen (vgl. den Zylinderkonden- 
sator bei Massenspektrographen)). So hat für den Fall der Strahlumlenkung 


längs eines Kreisbogens durch einen unendlich langen Zylinderkondensator 
R. Herzog") die Gesetzmäßigkeiten der idealen Abbildung und Ablenkung ab- 
geleitet und die Lage der Kardinalpunkte festgelegt. 


H. Marschall behandelt in seiner Dissertation!5) den Fall einer annähernd 
längs eines. Kreisbogens ablenkenden Anordnung mit einem kombinierten elektro- 
magnetischen Feld, wobei er die notwendigen Reihenentwicklungen um diesen 
Kreisbogen vornimmt, und die auftretenden Abbildungsfehler berechnet. 


Damit seien die Überlegungen zur Abschätzung der einzelnen für, die Fehler- 
rechnung verwendeten Potenzreihenglieder abgeschlossen. Es soll nun auf die 
angeblichen Abweichungen in den Ergebnissen meiner Arbeit (W II) von den 
„Beiträgen“ IV von Picht bei Verwendung hintereinander angeordneter ge- 
kreuzter elektrischer Felder eingegangen werden. 


11) Die Reihenkoeffizienten dieser Entwicklungen werden dabei im allgemein 
wie bei rotationssymmetrischen Linsen, keine kleinen Größen im obigen Sinn sein. 


12) Ann. Chifn. Physique 10 (1938) 333. Vgl. auch G. Wendt, Z. Physik 55 
(1943) 720, welche Arbeit leider ohne Kenntnis der Cotteschen, auf mich 
freundlicherweise W. Glaser aufmerksam machte, verfaßt wurde. Aus diesem Grunde 
sind in ihr viele Dinge enthalten, die durch die Cottesche Arbeit bereits vorweg- 
genommen sind. 

13) Als doppelsymmetrisch werden Ablenkanordn bezeichnet, die eine Sym- 
und aufweisen, welche beide durch die optische Achse 
gehen und aufeinander senkrecht stehen. 


14) R. Herzog, Z. Physik 81 (1934) 447. 
15) H. Marschall, Physik. Z. 45 (1944) 1. 
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2. Ablenkfehler bei hintereinander angeordneten gekreuzten elektrischen 
Ablenkfeldern 


Die Ablenkfehler erhält man nach einer von W. Glaser angegebenen Störungs- 
theorie!*). Es ist: 


(13) 


wobei F, die Glieder vierter Ordnung in F (Gl. 5) sind, also: 
2k Hrs) 2 (“13 


Hierin sind für x, y, x’, y’ die in (9) gefundenen Werte der idealen ‚Ablenkung 
einzusetzen; dabei ist es zweckmäßig, statt der Anfangswerte 2, Yo, ,, % in der 
Ebene vor den Ablenkorganen, die praktisch wichtigeren Werte x,, y, x, y, des 
unabgelenkten Strahls am Röhrenschirm einzuführen. Für die ideale Ablenkung 
finden wir dann: 


r= 2,+ 2, (z—2z,)+ [Gs ~bHyo) dz = (z—2z,) + X (z) 
(15) 


Nach Ausführung der Operationen (13) erhält man dann: 
Yi) 2, 
+ (A, By 2, + But Ars) X, Y,y+ Ais + Au X,y; 
+ By Y,2,y,+ AwX,2,2,+ Br ¥,y,2%,+ Ar X,y,y;+ Be Y, 


) 
4y=B,Y,+(B+ A,) X; Y,+(B, A, (A,+ B,) X, Y, * 
+ B, Y,y?+ B, ¥, 22+ 24,X, x,y, + (BY; + AwXi) 
+ (Ay, + By) X, Y,2%,+ Bis Bu 
+ By Y,y,¥,+ 7, Bye Y, 2, 2%, + Ay X, 
16) Zu don Angriffen Pichts n diese Theorie in den „Beiträgen“ IV wollte 


W. Glaser seinerzeit im gleichen der „Annalen‘ wie ich Stellung nehmen. Infolge 
zeitbedingter Umstände ist dies nun leider nicht möglich 
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A,,B, sind die Fehlerkoeffizienten. Im folgenden werden nur die Fehlerkoeffi- 
zienten fiir die elektrische Ablenkung angeschrieben, da nur diese für den später 
durchzufiihrenden Vergleich mit den Ergebnissen der „Beiträge III und IV“ 
von J. Picht interessieren”), 


Es ist: 


2 1 Be 
Ai. = | 
Zo 


Eio 2 f 
(z—2z,) + ap 


Zs 
1 1 E E 


| dz 
+ ir 


-5U2 
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“38 


Eis | 
FE Y’ X?+ 


U 2 
zo 
1 Exo Eıro dz 
2s 
3 E 
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Exo 


25 


Zo 


Zs 


1 E 
Age = [ @—2,) 
, 


17) Sie zeigen infolge des in der Anmerkung 8 auf $.85 angeführten Rechenfehlers 
einige Abweichungen gegen die entsprechenden Koeffizienten in Gl.(29) von W IL 
Die in G1.(30) von W II angegebenen magnet'schen Fehlerkoeffizienten dagegen sind 
in Ordnung. 
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(17) 


Die Konstanten B; ergeben sich aus den Konstanten A,, wenn man dort unter 
dem Integral Y. bzw. Y’ bzw. Ey; durch X bzw. X’ bzw. Fy; und umgekehrt 
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Durch folgerichtige Vereinfachung dieser Fehlerkonstanten muß nun für den 
Pichtschen Fall elektrischer Ablenkfelder ohne seitliches Streufeld eine Über 
einstimmung mit den entsprechenden Koeffizienten der ‚„Beiträge‘‘ III zustande 
kommen. Einen solchen Vergleich hat J. Picht in den „Beiträgen‘‘ IV durch 
geführt und bei zwei Fehlerkoeffizienten Abweichungen gefunden. Diese Ab 
weichungen rühren von einer unzulässigen Erweiterung der Pichtschen Theorie 
her. Wir wollen zeigen, daß bei Beschränkung auf den Gültigkeitsbereich dieser 
Theorie auch eine Übereinstimmung in den Fehlerkoeffizienten resultiert. 


In den „Beiträgen“ I und II werden elektrische Ablenkfelder, die in der einen 
Richtung (x-Richtung) unveränderlich sind, behandelt. Es ergibt sich, daß auch 
die Ablenkfehlerkoeffizienten von der x-Koordinate unabhängig sind, was auch 
anschaulich sofort einleuchtet. In den „Beiträgen“ III werden die Ablenkfehler 
bei zwei gekreuzten Ablenkfeldern dieser Art untersucht, bei welchen das 


zweite Ablenkfeld senkrecht zum ersten ablenkt. Beim zweiten Ablenkfeld sind # 


die Ablenkfehler genau so von der y-Koordinate unabhängig. Dies gilt jedoch 
nur solange, als sich die beiden Ablenkfelder nicht überlagern. Im 
letzteren Fall kommt im Überlagerungsgebiet ein Ablenkfeld zustande, das sowohl 


in der X-Richtung als auch in der Y-Richtung veränderlich ist. Die Theorie 


der „Beiträge“ I und II ist einem solchen Feld nicht gewachsen, es können dem- 
nach bei ihrer Anwendung auf diesen Fall auch keine richtigen Ergebnisse er- 
wartet werden. 


Beschränken wir uns auf den Fall, daß die beiden Ablenkfelder so weit vonein- 
ander entfernt sind, daß sie sich nicht mehr gegenseitig beeinflussen, so müssen 
in denAusdriicken für die Ablenkfehlerkoeffizienten (17) alle Produkte E, , Hy, ,uaw. 
gestrichen werden. Außerdem sind alle Produkte Eıo Y oder Eıo Y’ zu streichen, 
da im ersten Ablenkfeld noch keine Ablenkung in der Y-Richtung stattgefunden 
hat; im zweiten Feld ist dann X’ = X, = const. Behandeln wir mit Picht nur 
Ablenkfelder ohne seitliches Streufeld (E12 = Eıırz = 0), so erhalten wir für die 
bei der Ablenkung in Braunschen Röhren allein interessierenden ersten acht 
Fehlerkoeffizienten: 
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Für die Fehlerkoeffizienten B, erhält man entsprechend: 
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dz 


as 
3 
> (19) 
2s 
3 E 1 d 
B= 5+ 2, - =0 
Zs 
1 - dz 
2% 
Führen wir die Pichtsche Bezeichnungsweise ein !*) 
x Y Exo 7 ” 
. 
=X,’ 14 = 2UX, Ay* 2UY, = (20) 


Ya = Yı, ist, so erhält man die Beziehungen zu den Pichtschen Koeffizienten 


A, =A,; B=4,; 4,+B,=D,'C,; Aa +B, =D, 
A=B;; B,=B,; A,=C,;  B=C,; (21) 
A, + B,=:2D,; ,=B=E,=0; A,=B=!1, 

wie dies Picht in den „Beiträgen“ IV auch fordert. 


18) Vgl. „Beiträge“ IV, 8.65 bis 68. 


Telefunken-Laboratorium für Elektronenforschung, Bad Liebenstein, im April 1944 


(Bei der Redaktion eingegangen am 9. 5. 1944.) 


und berücksichtigen, daß im Bereich des zweiten Ablenkfeldes X’ = X, bzw. | 
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Elektrische Entladungen in Edelgasen bei hohen Drucken 


I. Bogenformen und spektrale Eigenschaften 
der Edelgashochdruckentladungen 


Von P. Schulz 


(Mit 14 Abbildungen.) 


Inhaltsübersicht 


Entladungen in Neon, Argon, Krypton und Xenon wurden bei Drucken bis 
zu 37 Atm und Stromstärken bis 30 A untersucht. Der Bogentyp wird wesentlich 
durch die Elektrodenform bestimmt. Zwischen zwei spitzen, in nicht zu großem 
Abstand befindlichen massiven Wolframelektroden brennt eine Entladung mit 
engem Kanal und hellen Brennflecken an den Elektroden. Sie kann als ,,elek- 
trodenstabilisierte‘‘ Entladung bezeichnet werden. Der den weiteren Unter- 
suchungen zugrunde gelegte Bogen, der zwischen einer massiven Wolframanode 
und einer Wendelelektrode als Kathode brennt, verhält sich dagegen wie ein 
Flammenbogen, d.h. seine Form ist wesentlich durch die Konvektion bestimmt. 
Bei Schiefstellung der Entladungsröhre wird der Bogen mit dem Konvektions- 
strom nach oben getrieben. Neben einer vorwiegend linienhaften Emission, die bei 
Neon im Roten liegt und sich mit zunehmendem Atomgewicht des Gases nach 
längeren Wellen ins nahe Ultrarote verschiebt, tritt em intensives Kontinuum, 


‚das sich besonders über das sichtbare und ultraviolette Spektralgebiet erstreckt, 


in Erscheinung. Die Energieverteilung des Kontinuums st nahezu die eines 
schwarzen Körpers von 5200°. Das Kontinuum wird auf Übergänge zwischen 
den kontinuierlichen Zuständen oberhalb der Ionisierungsgrenze und den dis- 
kreten Zuständen (Rekombinationsstrahlung) sowie ‘ail innerhalb 
des Bereiches der kontinuierlichen Zustände (Bremsstrahlung) zurückgeführt. 
Seine irn Vergleich zu Entladungen in anderen Gasen hohe Intensität ist eine 
Folge der Zusammendrängung aller Terme dicht unterhalb der Ionisierungs- 
grenze bei den Edelgasen, wodurch die Ionisierungsspannung und damit die: 
Anregungsspannung des Kontinuums nur wenig höher ist als die Anregungs- 
spannung der Linien. 
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Das Plasma der Säule als Gas im thermischen Gleichgewicht 


In Entladungen bei hohen Drucken kann thermisches Gleichgewicht an 
genommen werden!). Im Gegensatz zur Niederdruckentladung, in der die Gas 4 
temperatur oft nur wenig über Zimmertemperatur liegt, herrschen im Hoch} | 
druckbogen Temperaturen von vielen tausend Grad. In der Hg-Hochdrucksäulg 
betragen diese z. B. etwa 7500° abs.*). 2 

Das thermische Gleichgewicht erlaubt die Beschreibung der Entladungs® 
eigenschaften der Säule durch die Gastemperatur 7’. Die Verteilung der Atomem 
auf die verschiedenen Anregungszustände wird durch die Boltzmann-Funktion§ 
bestimmt: a 

(N, Anzahl der angeregten Atome im Zustand mit der Anregungsspannung Vga 
You Verhältnis der statistischen Gewichte im angeregten Zustand und im Grund 


evs 
zustand). In dieser Beziehung ist von vornherein die Zustandssumme 2g, € 
(Zr erstreckt über alle angeregten Zustände des neutralen Atoms) im N, 
vernachlässigt, da bei den in Hochdruckentladungen i im allgemeinen auftretendem 
Temperaturen nur der Grundzustand mit V,, = 0 einen merklichen Beitrag liefertam 
Der Ionisationsgrad und damit die Elektronendichte wird durch die Tem-§ 
peratur (und den Druck) mittels der Saha- ve festgelegt: 


er; 
0,0, kTı2 KT 
(x Ionisationsgrad, p Druck in Atmosphären, e elektrische Elementarladungi 
V, wirksame Ionisierungsspannung, o,, ¢,, ¢, Zustandssummen des Ions, 
trons, neutralen Atoms). Die wirksame Tonisierungsspannung V, ist in der Hochs 
drucksäule im allgemeinen niedriger als die Tonisierungsspannung des ungestörten@ 
Atoms. Die Ursache hierfür ist die Verschmierung der sehr dicht gelagerten 
oberen Terme infolge ihrer starken Verbreiterung bei den hohen Drucken und“ 
Elektronendichten®). In der Hg-Hochdrucksäule beträgt die wirksame Tonisiegy 
rungsspannung z.B. nur etwa 9,7 V gegenüber 10,4 V des freien Quecksilbetäg 
atoms. Die Zustandssummen sind unter den vorliegenden Bedingungen prake 
tisch gleich den statistischen Gewichten ihrer Grundzustände zu setzen. Beit 
Quecksilber beträgt dann o, = 1; o, = 2, bei den Edelgasen (Ne, Ar, Kr, Xe 
o,=1;0,= 6. o, ist stets gleich 2 zu setzen. Die in den Hochdruckentladungeii 
vorkommenden Ionisierungsgrade sind im allgemeinen klein gegenüber 1, so ds 


x? < 1 wird. Die Anzahl der Elektronen pro cm? : N* = N = x- 2,71- 


sich somit für die Edelgase mit o, = 1; = 6; 0, = 2: 
eve 
N* = 145-108 p? 74 


1) R.Mannko tf, Z. Physik 76 (1932) 396; S.Ornstein u. H. Brinkman ; 
Physica 1 (1934) 797; W. Elenbaas, ebenda 1 (1934) 211; A. M. Kruithof am 
J. A. Smit, Physica. 11 (1944) 129. a 

8) P. Schulz, Z. Physik 114 (1939) 435; R.Rompe u. P. Schulz, ebenda 1182 
(1941) 269; P. Schulz u. W. Weizel, ebenda 122 (1944) 697. 
8) R. Rompe u. P. Schulz, Z. Physik 110 (1938) 223. 
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Die Säule mit an sich stetig zum Rande abfallender Temperatur kann angenähert 
beschrieben werden durch ein Modell mit ‘einer innerhalb eines Bogenradius R 
konstanten Temperatur. Die Stromstärke ist dann gegeben durch: 
I=nR?N*eb,@ (4) 
(G Gradient in Volt/cm, 6, Elektronenbeweglichkeit), wobei N* nach Gl. (3) 
aus Temperatur und Druck berechnet werden kann. Die mit einer Spektral- 
linie ausgestrahlte Energie S,—N,-hv-A (A Übergangswahrscheinlichkeit 
vom Anfangs- zum Endzustand der Linie) ist unter Berücksichtigung der Boltz- 
mann-Verteilung Gl. (1) ebenfalls durch die Temperatur bestimmt: 
eVa 
S,=Ng,q:hv:A-e KT. (5) 
Hieraus erhält man die gesamte linienhafte Ausstrahlung durch Summation 
über alle möglichen Niveaus und Übergänge. Oft wird für eine angenäherte Be- 
schreibung an Stelle der vielen angeregten Niveaus ein mittleres Niveau V,, 
eingeführt. Die Strahlung kann dann dargestellt werden durch: 
eVm 
Sges = const N e kT, (5a) 
Um die pro Zentimeter Säulenlänge ausgestrahlte Energie zu erhalten, müssen 
die Gln. (5) über den Bogenquerschnitt integriert werden. Wird wieder das ver- 
einfachte Modell mit räumlich konstanter Temperatur im Bogen vom Durch- 


messer 2 R verwandt, so folgt: 
eVa 
S,=2Ry,,hvANe kT (5b) 
bzw. 
m 


Sges = const R?N e kT, (5c) 


Bei diesen Betrachtungen ist von der Reabsorption der Linien abgesehen 
worden. Bei den auf höheren Niveaus endenden Linien ist das mit gewisser Nähe- 
rung zulässig. Dagegen ist die Absorption der Linien, die auf dem Grundzustand 
enden, von ausschlaggebender Bedeutung. Besonders gilt das für die Resonanz- 
linien. Letztere, die in der Niederdruckentladung oft fast die gesamte Strahlung 
liefern, gelangen bei den Hochdruckentladungen mit Ausnahme der äußersten 
Linienflügel*) überhaupt nicht aus dem Bogen heraus. Ihre Absorption macht 
sich durch eine weite, oft mehrere hundert Ä besonders nach dem Roten reichende 
Lücke bemerkbar. Die Strahlung wird in solchen Entladungen im wesentlichen 
von Linien geliefert, deren untere Niveaus die nächsthöheren Terme über dem 
Grundzustand sind. 

Außer der linienhaften Ausstrahlung spielt die kontinuierliche Strahlung in 
Hochdruckentladungen eine Rolle. Sie wird im wesentlichen auf zwei Ursachen 
zurückgeführt, nämlich auf Molekülstrahlung oder Rekombinations- und Brems- 
strahlung. Im ersten Fall ist das Kontinuum, da man es meistens nicht mit der 
Strahlung stabiler Moleküle, sondern von Stoßmolekülen zu tun hat, unter Ver- 


eV 


nachlässigung der gegenüber e *7 wenig temperaturabhängigen Glieder ge- 
geben durch: eVa 


8, = const KT, (6) 
*) R. Mannkopff, Z. Physik 120 (1943) 201. 
Ann; Physik. 6. Folge, Bd. 1 
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Liegt Rekombinations- und Bremsstrahlung vor, so ist: 


„eh 
S,=const Ne KT, (7) 


Die kontinuierliche Strahlung ist in diesem Fall im wesentlichen proportional 
dem Quadrat der Elektronendichte (bzw. wegen der Quasineutralität auch der 
Ionendichte), entsprechend der Tatsache, daß die Rekombinationsgeschwindig- 
keit proportional ist dem Produkt aus Elektronen- und Ionendichte. Dasselbe 
gilt auch für die Bremsung der Elektronen im Feld der Ionen. Unsöld®) hat 
unter vereinfachenden Annahmen eine quantitative Abschätzung für die Re- 
kombinations- und Bremsstrahlung durchgeführt und eine angenäherte Über- 
einstimmung der experimentell ermittelten kontinuierlichen Strahldichten des 
Hg-Hochdruckbogens mit seinen Berechnungen festgestellt*). Der Hauptteil der 
kontinuierlichen Strahlung ist nach Unsöld Rekombinationsleuchten. 

Im folgenden sollen Entladungen durch Edelgase unter hohem Druck unter- 
sucht werden. Aus früheren Untersuchungen liegen hier nur einige Werte über 
Lichtausbeute und Leuchtdichte für Argon und Helium vor’). 


Versuchsanordnung 


Die Versuchsanordnung ist in Abb. 1 wiedergegeben. Alle Messungen wurden 
direkt an der Pumpapparatur vorgenommen. Der Druck konnte an den Mano- 
metern M, und M, abgelesen 


per («) werden. Die Hähne H waren 
P Membranventile von Leybold. 


= Es wurden solche Hähne aus- 
j gewählt, bei denen ein Vakuum 
von mindestens 5 + 10 zu er- 
reichen war. Sie arbeiteten ein- 
wandfrei bis zu den höchsten 
Gasflasche verwandten‘ Drucken von etwa 
35 Atm. Als Edelgase dienten 

die sehr reinen, trockenen Gase 
Entlodungsrohr von Grisogen. Ihre Haupt. 

Abb.1. Versuchsanordnung verunreinigung war Stickstoff. 

Von jedem. Gase wurde nach 

Durchführung der Versuche eine genaue Analyse gemacht. Der Gehalt an 
Stickstoff ergab sich in allen Fällen zu weniger als 5/,0%. Eine geringfügize 
Beimischung von 0,1 % Krypton beim verwendeten Xenon ist wegen der 
höheren Anregungsspannungen praktisch ohne Einfluß auf die Entladungs- 
eigenschaften. Auf die Reinigung der Apparatur wurde große Sorgfalt gelegt. 
Jede Spur eines Wasserhäutchens wurde durch genügend langes Erhitzen bei 
ständigem Pumpen beseitigt. Vor den Versuchen wurde einige Male mit 
den Edelgasen durchspült. Danach wurde der rechte Teil der Apparatur 


5) A. Unsöld, Ann. Physik 38 (1937) 607. 

*) Vgl. hierzu P. Schulz, Z. Physik 119 (1942) 167; F. Rössler, ebenda 110 (1938) 
352; 122 (1944) 285. Letzterer führt das Hg-Kontinuum auf die Strahlung von Stoß- 
molekülen zurück. 

C.G.Suits, J. of Appl. Phys. 10 (1939) 730. 
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(Abb. 1) unter dauerndem Überdruck gelassen, selbst wenn z. B. das Entladungs- 
rohr ausgewechselt wurde, um ein nochmaliges Reinigen und Durchspülen 
dieses Teiles zu vermeiden. Die Elektroden wurden mehrfach mit 
einem Glühsender formiert. Letzteres ist von großer Wichtigkeit 


ional zur Erzielung einer sauberen Entladung. Bei den Versuchen 

ı der zeigte sich auch nach vielen Stunden andauernden Messungen 

ndig- nicht die geringste Schwärzung des Entladungsrohres. 

selbe Abb. 2 zeigt das Entladungsrohr. Es bestand aus Quarz. 

) hat Der Innendurchmesser betrug 26 mm. Der Kolben umschloß , 

Re- mit seinen seitlichen Ausführungen so den Fuß F mit den Durch- 

Jber- führungen aus Mo-Bändern, daß ein schmaler Zwischenraum 

| des zwischen Fuß und Außenwand gebildet wurde. In diesem * 

1 der Zwischenraum herrschte naturgemäß der gleiche hohe Druck ~ 
wie im Kolben, so daß der Fuß mit seinen Mo- Banddurch- * 

nter- führungen unter äußerem Druck stand, wodurch ein sonst 


über leicht eintretendes Aufplatzen verhindert wurde. 

Die Anode A bestand aus massivem, gesintertem Wolfram. 7 
Als Kathode K wurde bei einigen Versuchen gleichfalls eine 
Elektrode aus massivem Wolfram, bei der zur Erleichterung 
des Bogenansatzes in die Spitze etwas Thoroxyd eingesintert 
ırden war, benutzt. Bei den systematischen Licht- und Strahlstärke- 
fano- messungen wurde jedoch eine Wendelelektrode aus einem Kern 
‚lesen von vier vorn gleichmäßig abgeschliffenen Wolframdrähten, umdie Abb. 2. 
varen eine doppelte Lage.von Wolframdrähten gewickelt war, verwendet. Entladungsrohr 


aus- Bogenformen 


—_ Durch die Formgebung der Elektroden wird der Entladungstyp weitgehend 
eG mitbestimmt. Die Entladung zwischen zwei spitzen Elektroden ist stark ein- 


het geschniirt. Die Leuchtdichte ist sehr hoch. Auffallend ist der sehr helle Kathoden- 
| brennfleck. Doch zeigt diese Entladungsform, besonders in den leichteren Edelgasen, 


Br starke Neigung zu Schwankungen. Der Kathodenansatzpunkt tanzt oft auf der 
Kathode hin und her. Eine Aufnahme dieser Entladung ist in Abb. 3 wieder- 


aupt gegeben. Es ist hierbei ein Rotfilter verwandt worden, da ohne dieses die an 
„stoff sich hell weißglühenden Elektroden gegenüber dem sehr viel heller brennenden 
: Bogen véllig verschwinden wiirden. Der Bogen ist offensichtlich dem elektroden- 
ka stabilisierten Entladungstyp *) zuzuordnen. Doch ist die Stabilisierung verhältnis- 
mäßig schwach. Bei Schiefstellen des Entladungsgefäßes wird bei nicht allzu hohen 
= Stromstärken der Bogen durch den Konvektionsstrom nach oben durchgebogen. 
Durch Erhöhung der Stromstärke wird eine Verbesserung der Stabilisierung bewirkt. 
‚legt. Die Entladung zwischen einer massiven Anode und der oben beschriebenen 
a bei Wendelelektrode brennt dagegen stabiler. Sie brennt in den schweren Edelgasen 
Krypton und Xenon völlig ruhig, während im Argon und insbesondere in Neon 
itil etwas Neigung zum Flackern besteht. Die Messungen sind besonders bei den 
schweren Edelgasen gut reproduzierbar. Den weiteren Untersuchungen liegt 
deshalb dieser Entladungstyp zugrunde. Abb. 4 zeigt diesen Bogen, gleichfalls 


| StoB- 8) Siehe hierzu die verschiedenen Entladungsformen beim Quecksilberhochdruck- 
bogen: R. Rompe, W. Thouret u. W. Weizel, Z. Physik 122 (1944) 1; W. Weiizel, 
Z. techn. Physik 24 (1943) 90. 
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mit einem Rotfilter aufgenommen. Er ist verhältnismäßig breit. Seine Leucht- 
dichte ist dementsprechend etwas geringer als beim elektrodenstabilisierten Typ, 
Die Stabilisierung erfolgt hier durch den von unten nach oben gerichteten Kon- 
vektionsstrom. Wird das Entladungsgefäß schief gestellt, so wird der Bogen mit 
dem Konvektionsstrom nach oben getrieben, so daß sowohl von der Kathode 
als auch von der Anode eine flammenartige, hell leuchtende Fackel nach oben 
brennt. Diese Erscheinung gibt Abb. 5 wieder. Die Bogenform entspricht einem 
Flammenbogen, wie er z. B. auch beim Kohlebogen in Erscheinung tritt. 
Hinsichtlich des Verhaltens der Bogenbreite bei Stromstärkeänderungen waren 
bei der Hg-Hochdruckentladung früher zwei Entladungstypen unterschieden 
worden°). In einem im Verhältnis zur Längsausdehnung engen Entladungsrohr 
wurde bei kleinen Drucken und Leistungen ein Anwachsen des Bogendurchmessers 
nahezu mit der Wurzel aus der Stromstärke festgestellt. In diesem als wand- 
stabilisierte Entladung bezeichneten Bogen wächst also der Entladungsquerschnitt 


Abb.3. Elektroden- Abb.4. Konvektions- Abb.5. Schief gestellter 
stabilisierter Bogen bestimmter Bogen Konvektionsbogen 


fast proportional der Stromstärke, so daß die Stromdichte kaum mit der Strom- 
stärke zunimmt. Die Temperatur steigt in dieser Entladung demgemäß nur wenig 
mit der Stromstärke an und eine Erhöhung der Ausstrahlung ist zu eine1a wesent- 
lichen Teil auf die Vergrößerung des Bogenquerschnittes zurückzuführen. Jn 
einem kugelförmigen Entladungsgefäß mit kleinem Elektrodenabstand wurde bei 
größeren Leistungen und Drucken dagegen nur ein kaum merklicher Anstieg des 
Bogendurchmessers mit der Stromstärke gemessen. In dieser Entladung, die 
dem elektrodenstabilisierten Typ zuzuordnen ist, wird die Temperatur sich ver 
hältnismäßig stark mit der Stromstärke ernöhen und der Zuwachs der Ausstral- 
lung beruht überwiegend auf Temperaturerhöhung. 

- Gleiche Messungen der Bogenbreiten wurden auch bei den Edelgashochdruck- 
entladungen durchgeführt. Dazu wurde wie früher !°) der Bogen vergrößert abgebildet 
und aus dem Bild durch eine rechteckige Blende ein kleiner Bereich des Bogens aus- 
geblendet. Die Strahlung wurde durch eine dahinter befindliche Sperrschichtzelle ge 
messen. Durch Verschiebung von Blende und Zelle wurde die Strahldichteverteilung 
quer zur Bogenachse gemessen und hieraus die Bogenbreite bestimmt. Als Bugen- 
breite wurde die Halbwertsbreite, d. i. der Abstand der beiden Punkte, für die 
die Strahldichte auf den halben Maximalwert gesunken ist, genommen. Die 
Messungen ließen sich bei Neon nur schwer durchführen, da der Bogen sehr unruhig 


®») R.Rompe u. P. Schulz, Z. Physik 112 (1939) 691. 
10) J. Kern’ u. P. Schulz, Z. Physik 111 (1939) 454. 
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eucht- rannte. Einigermaßen zuverlässige Werte 
Typ. ließen sich nur bei hohen Drucken erzielen. Ss 
Kom Bei den schweren Edelgasen Ar, Kr, Xe N 
konnten dagegen gut reproduzierbare Messun- 28 _ 
thode gen bei verschiedenen Drucken gemacht | 
| oben werden. Die Meßergebnisse sind in Abb. 6 N 
emem # zusammengefaßt. Für alle Gase ergab sich IS, Sa 
der Anstieg der Bogenbreite nahezu propor- | Sı 2 
hieden daß der Bogenquerschnitt nahezu propor- +8° N 
gsroht tional der Stromstärke und die Strom- | 8 8 
‚essen dichte demgemäß fast konstant ist. Es | 
treten aber ganz offensichtlich Abweichun- se SS se 3 
chnitt gen im Sinne eines geringeren Anstiegs | ._ ER | Bi Ss 
mit der Stromstärke auf. Die Abhängigkeit | | WR \ Eis 
der Bogenbreite vom Druck ist nur sehr a8 RR 
gering. Dagegen wächst die Breite etwas \ Ss \ TS 
an von der unten befindlichen Anode in Sf? +> —TT 8 
Richtung zur Kathode. Aus diesem Grunde IQ 
sind die Messungen bei verschiedenen Gasen |" | 
nicht exakt vergleichbar, da nicht immer | | $7 4 Ke ef 
an genau derselben Stelle des Bogens ge- TE N S YF 
messen wurde. Doch wurden die Meßreihen | | 8 | 8 
bei ein und demselben Gas für verschiedene | | eit 
stellter Stromstärken stets am selben Teil des Bogens | SE_S = S22 3 
gen vorgenommen, so daß die Stromstärke- | —; | S 
— 
Spektrale Eigenschaften zie 
resent- Wie bei der Quecksilberhochdruckentla- [~$ N 8 
n. dung werden auch inden Edelgashochdruck- | |S Ls AY 
rde bei entladungen im wesentlichen Linien aus- RS I > \ = 
eg des gestrahlt, die auf Termen nächst oberhalb = Se NS win 
g, die | des Grundzustandes enden. Alle Edelgase S > \ 
h ver zeigen denselben Termaufbau. Uber dem |_| 8 \ 8 Io 
sstrah- Grundzustand liegen in großem Abstand sf Sg \ 


vier 2s-Terme, die nach Paschen s,, s,, 


druck- 8, 8, bezeichnet werden. Die erlaubten NS 
ebildet | Übergänge zwischen dem Grundzustand und \ gl 3 
nsaus 4 dem 2s,- bzw. 2s,-Zustand geben Anlaß 
ellege 2u den beiden Resonanzlinien, die bei den 
teilung | Edelgasen im fernen Ultraviolett liegen. Es RS R 3 s 
Bugen- | sind dies die Linien 743 A und 736A beim | Se oak 
für die | Neon, 1067 A und 1048 beim Argon, 1236A | 
n. Die | und 1165 A beim Krypton sowie 1470 A Le : \ ® “sg, 
nruhig | und 1296 A beim Xenon. Sie treten in den | | 3° 
Hochdruckentladungen wegen ihrer starken [8 265 
Absorption nicht auf. In geringerem Abstand | | E 2” 
folgt dann über der 2 s-Gruppe eine Gruppe RW 3 
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von zehn Termen, die 2p,, 2p,... 27, bezeichnet werden. Diese ist bei Neon, 


Argon und Krypton deutlich von der 2 s-Gruppe getrennt und schließt bei Xenon 8 
unmittelbar an letztere an (vgl. Abb. 14). Höhere Termgruppen, insbesondere ¥ 
I 
2 
Ar i 
e 
li 
n 
b 
k 
g 
Ne d 
© 
33 Abb.7. Sichtbares Spektrum der Neon- 
2 und Argonhochdruckentladung 
8 > (Druck 30 Atm, Stromstärke 25 A) 
die 3 p-Gruppe, liegen bei den leichteren Edelgasen in geringem Abstand über 
der 2 8-Gruppe und greifen beim Xenon in diese herein. 
Die Hauptintensität der linienhaften Ausstrahlung wird durch die 2 s—2p- 
Übergänge geliefert. Diese Linien treten beim Neon vorwiegend im Roten auf, 
E 
fi 
L 
K 
Te 
gi 
3 
Arypton 
di 
Abb. 8. Infrarotspektrum der Krypton- und Xenonhochdruckentladung I 
(Druck 35 Atm, Stromstärke 25 A) di 
u 
Für die anderen Edelgase verschiebt sich diese Liniengruppe mit zunehmendem d 
Atomgewicht nach längeren Wellen. Beim, Argon liegt sie etwa an der Grenze 
zum Ultraroten, bei Krypton und Xenon im nahen Ultraroten zwischen 7500 gi 
und 9000 A bzw. 8200 A und 10000 A. Daneben fallen auch bei den letzten beiden g 
Gasen noch einige Linien zwischen 5562 A und 5871 A für Krypton bzw. 4500. A E 
und 4917 für Xenon ins Sichtbare. g 
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Spektralaufnahmen des Neon- und Argonbogens mit einem Glasspektro- 
graphen sind in Abb. 5 wiedergegeben. Die Aufnahmen wurden bei einem Druck 
von 35 Atm und einer Stromstärke von 25 A gemacht. Es wurden Agfa-Isopan- 
F-Platten verwandt, so daß auch der längerwellige Teil in Erscheinung tritt. 
Zur Orientierung sind die Wellenlängen für einige Linien eingetragen. Das 
intensive linienreiche Spektrum des Neons im längerwelligen Teil (A > 5853 A) 
entspricht den Übergängen zwischen den 2s- und 2p-Zuständen. Beim Argon 
liegen diese Linien zwischen 7000 A und 10000 A, so daß sie nicht auf der Auf- 
nahme erscheinen. Einige verhältniemäßie schwache Linien im Bereich 4139 Ä 
bis 4335 Ä bzw. bei 3949 Ä entsprechen Übergängen von höheren Termen bzw. 
konnten noch nicht eingeordnet werden. 

Von dem Krypton- sowie Xenonbogen wurden die Infrarotspektren auf- 
genommen. Die Aufnahmen sind in Abb. 8 wiedergegeben. Als Plattenmaterial 
dienten Agfa-Infrarotplatten mit verschiedenen dem Spektralbereich angepaßten 


538 


Abb. 9. der 
n-un non 
S 3 S S S $ 35 
Empfindlichkeiten. Wegen der geniigenden Uberlappung benachbarter Emp- 
findlichkeitsbereiche konnte das gesamte Infrarotspektrum durchgehend dar- 
gestellt werden. 

Das sichtbare Spektrum des Krypton- und Xenonbogens ist in Abb. 9 wieder- 
gegeben. Während im Ultraroten der wesentliche Teil der Strahlung durch die 
Linien der 2s— 2p-Gruppe geliefert wird, tritt im Sichtbaren vor allem das 
Kontinuum in Erscheinung. Demgegenüber ist hier die linienhafte Ausstrahlung 
relativ schwach. Außer einigen wenigen sichtbaren Linien, die 2s— 2 p-Über- 
gängen entsprechen, treten auch Linien, die von höheren Niveaus, nämlich den 
3p-Termen, ausgehen, auf. Doch sind diese nicht sehr intensiv. 

Das Kontinuum erstreckt sich über das Sichtbare hinaus nach beiden Seiten 
des Spektrums, besonders nach dem Ultravioletten, und reicht hier mit großer 
Intensität bis zur Grenze der Quarzabsorption. Aufnahmen des Argon- sowie 
des Krypton- und Xenonbogens mit einem Quarzspektrographen sind in-Abb. 10 
und 11 wiedergegeben. Zur Orientierung ist die Strahlung einer Hg-Lampe auf 
derselben Platte mit aufgenommen worden. 

Eine auffallende Erscheinung ist der überaus starke kontinuierliche Unter- 
grund bei den Edelgashochdruckentladungen, der das gesamte Spektrum mit 
großer Intensität überstreicht. Die Intensitätsverteilung geht aus spektralen 
Energiemessungen am Doppelmonochromator, die in Abb. 12 und 13 wieder- 
gegeben sind, hervor. Benutzt wurde der Doppelmonochromator von B. Halle. 
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Hg-Spektrum zum Vergleich 
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Abb. 10. Ultraviolettes Spektrum der Argonhochdruckentladung (Druck 30 Atm, Stromstärke 25 A). 


und Xenonhochdruckentladung (Druck 35 Atm, Stromstirke 25 A). 


Hg-Spektrum zum Vergleich 


Abb. 11. ! Ultraviolettes Spektrum der Krypton- 


Zur Strahlungsmessung diente ein Vakuumthermoelement mit Spiegelgalvanometer, 
Die spektrale Empfindlichkeit der Meßanordnung (Doppelmonochromator = Ther- 
moelement) wurde mit einer geeichten Bandlampe der Farbtemperatur 2850° 


Die Kurven zeigen eine starke Emission der Entladung im nahen Ultraroten 
entsprechend der intensiven Liniengruppe 2s—2p. Der relativ starke kon- 


tinuierliche Untergrund er- 
füllt nach Art einer Plank- 
schen Kurve mit demEnergie- 
maximum bei 0,55 « den ge- 
samten Spektralbereich. Das 
Energiemaximum der Vertei- 
lungskurve entspricht einer 
Wienschen Temperatur von 
etwa 5200°. Im Sichtbaren 
sind demKontinuum noch die 
Liniengruppen bei 4500 A bis 
4900 A fiir Xe bzw. 4270 A bis 
4500 A und 5560 A bis 58704 
für Kr überlagert, die zu 
kleinen Spitzen in den Ener- 
gieverteilungskurven Anlaß 
geben. 

Kontinuierliche Spektren 
relativ geringer Intensität 
sind in Edelgasentladungen 
von niederen Drucken schon 
mehrfach beobachtet worden 
und werden in diesemBereich 
als Molekülstrahlung auf- 
gefaBt"). 

In den Hochdruckentla- 
dungen kann daneben das 
Kontinuum vor allem auf 
Ubergiinge von den konti- 
nuierlichen Zuständen ober- 
halb der Ionisierungsgrenze 
in diskrete Zustände (Re 
kombinationsstrahlung) bzw. 
auf Übergänge innerhalb des 
Bereiches der kontinuierli- 
chen Zustände (Bremsstrah- 


11) W. Finkeinburg, Kon- 
tinuierliche Spektren, Berlin 
1938; P.McCallum, Nature 
142 (1938) 614; G. Déjardin, 
J. Physique Radium 4 (1938) 
142; B. Vogel, Ann. Physik 
41 (1942) 196. 
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lung) zurückgeführt werden. Die im Vergleich zu anderen Hochdruckentladungen 
sehr hohe Intensität der kontinuierlichen Strahlung in den Edelgashochdruckent - 
ladungen findet dann eine zwanglose Erklärung. Während z. B. beim Quecksilber 
das tiefste diskrete Niveau weit unterhalb der Ionisierungsgrenze liegt und auch die 
Anregungsspannungen der starken Linien relativ gering sind, liegen diese Niveaus bei 
den Edelgasen nahe der Ionisierungsgrenze zusammengedrängt. In Abb. 14 sind 
die Terme von Quecksilber sowie Neon, Argon, Krypton und Xenon so neben- 
einander gezeichnet, daß sich die Ionisierungsgrenzen auf gleicher Höhe befinden. 
Der Unterschied in den Termanordnungen fällt sofort in die Augen. Es ist also 
eV; eVm 
e *T im Vergleich zue *7 , wo V,, eine mittlere Anregungsspannung der linien- 
haften Ausstrahlung ist, sebr viel größer als beispielsweise beim Quecksilber. 
Aus den Beziehungen für die linienhafte [Gl. (5a)] und kontinuierliche Strah- 
lung [GI. (7)] folgt sofort, daß das Kontinuum in den Edelgasentladungen damit. 
stärker in Erscheinung tritt. Die in den Gleichungen auftretenden Konstanten 
dürften für die verschiedenen Gase von der gleichen Größenordnung sein. Da 
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Abb. 12. Energieverteilung in der Abb.13. Energieverteilung in der 

Kryptonhochdruckentladung Xenonhochdruckentladung 
(Druck 35 Atm, Stromstärke 25 A) (Druck 35 Atm, Stromstärke 25 A) 


für das Kontinuum das Quadrat der Elektronendichte maßgeblich ist und letztere 
wegen des hohen statistischen Gewichtes des ionisierten Edelgasatoms (0, = 6 
gegenüber o, = 2 bei Hg) nach Gl. (2) relativ groß ist, werden Verschiedenheiten 
in den Konstanten eher zugunsten einer stärkeren kontinuierlichen Strahlung in 
den Edelgasentladungen auftreten. Die höhere Ionisierungsspannung bei den Edel- 
gasen wird in dieser Gleichung durch die sich einstellende höhere Temperatur 
mehr als ausgeglichen. Letztere wird, zumindestens bei den schwereren Gasen im 
wesentlichen durch die Höhe der zur Ausstrahlung führenden Niveaus bestimmt. 
Der Hauptteil der zugeführten Energie wird durch Ausstrahlung wieder abgeführt. 
Die mit zunehmender Temperatur sich erhöhende Ausstrahlung wirkt einer weiteren 
Temperaturerhöhung entgegen. Der Zusammenhang zwischen mittlerer Anregungs- 
spannung der Gesamtstrahlung und Temperatur ist nach Gl.(5c) gegeben durch: 
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Jonisierungsgrenze 
Ne 215V Ar 75,7V Kr 73,9V Xe 12,7V Hg 70,4V 
2p, + | 
i=2-5 — | 
1=2-5 i=2-5 
2P 
1165 7 
7067 2 
736 2 
743 1236 
1096 
2048 
7850 
1470 
2537 
7s 1s 1s 1s 15 
j J J 


Abb.14. Vergleich der Termanordnungen von Neon, Argon, Krypton und Xenon sowie 
Quecksilber 


und, da die Gesamtstrahlung in den Hochdruckentladungen dargestellt werden 
kann durch Sges = € (L— A) (L Leistung pro Zentimeter Bogenlänge; c, A Kon 
stante): eV, 

Die mittlere Anregungsspannung geht also linear in die Beziehung für die Tem- 
peratur ein, während alle anderen Größen wie Leistung, Druck und Bogenradius 
nur logarithmisch eingehen. Wegen der höheren Anregungsspannungen sind die 
sich in Edelgasen einstellenden Temperaturen höher als in anderen Gasen, 80 
daß trotz der größeren Ionisierungsspannung das Kontinuum viel stärker m 
Erscheinung tritt als etwa in Quecksilber. 


eV; eV m 
Das Verhältnise *7 zue #7 wird noch weiter zugunsten des ersten Gliedes 
verschoben, da ebenso wie beim Quecksilber auch bei den Edelgasen die Ioni- 
sierungsspannung V, in den Hochdruckentladungen infolge der Verschmierung 
der stark verbreiterten oberen Terme herabgesetzt sein dürfte gegenüber der 
Jonisierungsspannung der isolierten Atome. 


Greifswald, Physikalisches Institut der Universität. 


(Bei der Redaktion eingegangen am 1. 9. 1946.) 
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Elektrische Entladungen in Edelgasen bei hohen Drucken 


II. Linienhafte und kontinuierliche Strahlurlg sowie Gesamtstrahlung 
in Abhängigkeit von Druck und Stromstärke. Diskussion der Ergebnisse 


Von P. Schulz 


(Mit 10 Abbildungen) 


Inhaltsübersicht 


Die Stromstärkeabhängigkeit der Lichtstärke sowie der Strahlstärke in vier 
ultravioletten Spektralbereichen zwischen 2700 Ä und 4000 Ä wurde für Ent- 
ladungen durch Neon, Argon, Krypton und Xenon untersucht. Gemessen wurde 
für Stromstärken von 10 Amp. bis 30 Amp. bei verschiedenen Drucken bis 37 Atm. 
Sowohl die sichtbare als auch die ultraviolette Strahlung, die beide wesentlich 
durch ein intensives Kontinuum bedingt sind, wachsen rasch mit der Stromstärke 
an und sind darstellbar durch S ~ J”, wobei die Exponenten n für die sichtbare 
und ultraviolette Strahlung nahezu gleich sind. Sie betragen n — 2,35 für Neon, 
1,7 für Argon, 1,6 bis 1,8 für Krypton und 1,5 bis 1,7 für Xenon. Die Druck- 
abhängigkeit von n ist schwach. Doch besteht deutlich die Tendenz einer Abnahme 
mit steigendem Druck. Im Gegensatz hierzu wächst die linienhafte Strahlung, 
die vorwiegend im längerwelligen Teil des Spektrums erscheint, nur etwa propor- 
tional der Stromstärke. Das Kontinuum wird auf Übergänge zwischen den kon- 
tinuierlichen Zuständen oberhalb der Ionisierungsgrenze und den diskreten Ter- 
men sowie auf Übergänge innerhalb des Bereiches der kontinuierlichen Zustände 
zurückgeführt. Sowohl die kontinuierliche als auch die linienhafte Strahlung 

eV 
sind darstellbar durch J~ Ne *7 , wobei V im Falle der Linienstrahlung gleich 
der Anregungsspannung V, der Linien, im Falle der kontinuierlichen Strahlung 
gleich der wirksamen Ionisierungsspannung V, ist. Die wirksame Ionisierungs- 
spannung V, ist gegenüber derjenigen der freien Atome herabgesetzt, da eine 
Verschmierung der dieht gelagerten oberen Terme infolge ihrer starken Ver- 
breiterung bei den hohen Drucken und Elektronendichten eintritt. Das Kon- 
timuum wächst. sehr viel schneller als die Linienstrahlung mit der bei Strom- 
stärkeerhöhung ansteigenden Temperatur, weil 1. V,>T, ist. Wegen des ge- 
ringen Unterschiedes zwischen V, und V, bei den Edelgasen reicht dieser Anteil 
bei weitem nicht aus, den sehr beträchtlichen Unterschied im Verhalten der 
beiden Strahlungsarten zu erklären. 2. die wirksame Ionisierungsspannung im 
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Gegensatz zur Anregungsspannung der Linien infolge der zunehmenden Ver- 
schmierung der oberen Terme abnimmt. Da V, exponentiell eingeht, macht eine 
kleine Änderung schon sehr viel aus. 


Liehtstärke in Abhängigkeit von Druck und Stromstärke 


Im folgenden soll durch Messungen der kontinuierlichen sowie der linien- 
haften Emission in Abhängigkeit von Druck und Stromstärke die im ersten 
Teil der Arbeit!) gegebene Deutung des Kontinuums als Rekombinations- und 
Bremsstrahlung einer eingehenden Prüfung unterzogen werden. Zunächst werden 
Messungen der Lichtstärke 


| | in Abhängigkeit von diesen 
| Parametern wiedergegeben. 
as I Die Lichtstärke wird zu ei- 


nem erheblichen Teil durch 
| / die kontinuierliche Strah- 
/ 1 lung bedingt. Es liegen 
> zwar beim Neon die inten- 
siven Linien der 2 s-2p- 


500}- =, AP Gruppe im sichtbaren Ge- 


biet. Doch. fallen sie zum 
größten Teil in den roten 
Spektralbereich und tragen 

DT wegen ihrer ungünstigen 
700 Lage in der Kurve der 
spektralen Augenempfind- 


0 5 ” 75 20 25 0 


: lichkeit nur wenig zur 

Abb. 1. Lichtstarke der Neon-Hochdruckentladung 
in Abhangigkeit von der Stromstarke Lichtstärke bei. Beim Ar- 
für verschiedene Drucke gon liegen diese Linien 


schon zum größten Teil im 
Ultraroten bzw. an der Grenze zum Ultraroten und bei Krypton sowie Xenon 
erscheinen nur einige wenige, nicht sehr intensive Linien im Sichtbaren, so daß 
besonders bei den letzteren Gasen die Lichtstärke praktisch allein durch die 
kontinuierliche Strahlung bestimmt wird. 

Für Neon wurden die Untersuchungen an zwei Röhren, die dieselben Ab- 
messungen hatten, durchgeführt. Es wurde bei drei Drucken (19 Atm., 25 Atm., 
37 Atın.) gemessen. Für jeden Druck wurde die Stromstärke von 10 Amp. bis 
30 Amp. variiert. Der Druck wurde während einer Meßreihe dadurch angenähert 
konstant gehalten, daß an die Entladungsröhre ein größeres Totvolumen an- 
geschlossen wurde, so daß Druckänderungen infolge Temperaturerhöhungen mit 
wachsendem Strom weitgehend ausgeglichen wurden. Überdies wurden die Mes- 
sungen nach Einbrennen der Röhren für die verschiedenen Stromstärken mög- 
lichst schnell durchgeführt, wodurch der Einfluß der erst allmählich eintretenden 
Änderung des Erwärmungszustandes der Entladungsröhre beträchtlich herab- 
gesetzt wurde. Die Ergebnisse sind in Tab. 1 wiedergegeben. Wie man sieht, 
hat sich der Druck, der dauernd am Manometer kontrolliert wurde, in einer Meß- 


1) P. Schulz, Ann. Physik (6) 1 (1947) 95 
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ı Ver- zeihe jeweils nur wenig verändert. Außer der Lichtstärke, die mit einer geeichten 
1t eine Dresler-Zelle gemessen wurde, enthält die Tabelle auch die an den Röhren ge- 
messenen Spannungen. Nach einer fallenden Charakteristik bei den kleinsten verwen- 
deten Stromstärken sind 460 


konstant. Ein flacher Wie- gy L~J¥ 
deranstieg konnte wegen 
linien- des unruhigen Bogens nicht ! N; 
A 400 
ersten sicher festgestellt werden. 1 
und Die Lichtstärke wächst 
verden ungewöhnlich rasch mit = 
stärke dem Strom an. Der Anstieg il 
diesen wird am besten wieder- ‘ ; 3 3 
geben. gegeben durch L ~ J?,35, 
durch werte. Die ausgezogenen fiir verschiedene Drucke 
Strah- Kurven sind L~J?,35, 
liegen Die entsprechenden Messungen in Argon enthält Tabelle 2. Auch hier wächst 
inten- die Lichtstärke rasch mit der Stromstärke an und ist gleichfalls darstellbar durch 
8-2 p- L~J". Doch ist der Exponent in diesem Fall merklich kleiner. Er beträgt 
n Ge- etwa 1,7. Abb. 2 gibt die Lichtstärkemessungen in Argon wieder. Die aus- 
> zum gezogenen Kurven sind L ~ 
roten 
tragen Tabelle 1 


Lichtstarke der Neon-Hochdruckentladung in Abhangigkeit von der 


“a Stromstärke für verschiedene Drucke 
pfind- Amp. Volt Atm. HK 
y zur 
m Ar- Röhre 1: Elektrodenabstand im Betriebszustand 4,ö5mm 
Linien 10 | 31,5 25,3 40 
‘eil im 15 25,6 25,3 155 
20 22,6 | 25,3 275 
25 296 | 25,8 515 
> Fr 30 | 21,8 25,2 780 
15 25,6 | 36,8 255 
n Ab- 20 24,3 36,9 480 
Atm., 25 | 24,5 | 37,0 790 
p. bis 1293 
hert Röhre 2: Elektrodenabstand im Betriebszustard 4,5 mm 
n an- 11,3 | 24,6 18,9 60 
15 | 22,6 18,9 125 
| 20 | 21,8 19,1 243 
; Mes- 25 | 216 19,1 403 
mög- 30 | 22,1 19,2 573 
enden ' 
rerab- Die Messungen in Krypton und Xenon wurden wie bei Neon und Argon durch- 
sieht, geführt. Da in diesen Gasen ein sehr ruhig brennender Bogen zu erzielen war, 
 Meß- ergaben sich gut reproduzierbare Werte. Das gilt insbesondere auch für die 


Spannungsmessungen, bei denen in den leichteren Edelgasen merkliche Schwan- 
kungen auftraten. 


% 


Stromstarke fiir verschiedene Drucke 


Lichtstärke der Krypton-Hochdruckentladung in Abhängigkeit von der 


Entladungsspannung 

Volt Volt Atm. HK 
Elektrodenabstand im Betriebszustand 4,3 mm 

19,0 18,6 | 185 130 
18,8 18,3 18,5 200 
18,5 17,9 18,6 320 
18,4 17,6 18,7 500 
18,6 17,7 18,8 700 
18,9 18,5 18,6 130 
18,7 18,2 18,6 200 
18,4 17,8 18,7 320 
18,4 17,6 18,8 500 
18,6 17,7 | 18,8 700 
21,3 20,9 | 28,8 200 
21,0 20,5 | 28,9 320 
21,0 20,4 1.290 460 
21,0 20,2 29,1 730 
21,2 20,3 | 891 970 
21,7 21,3 | 28,9 200 
21,0 20,5 | 29,0 320 
21,0 20,4 | 29,0 500 
21,0 20,2 | 29,1 730 
21,2 20,3 1: 970 

| 
23,4 23,0 | 36,5 240 
23,0 22,5 | 36,6 380 
22,6 22,0 | 36,7 620 
22,6 21,8 | 36,8 880 
23,0 22,1 | 86,9 1220 
| 

23,0 22,6 | 86,6 240 
22,8 22,3 | 86,7 380 
22,6 22,0 | 35,8 540 
22,5 21,7 | 85,9 880 
23,0 22,1 86,0 1180 
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Tabelle 2. 
Lichtstärke der Argon-Hochdruckentladung in Abhängigkeit von der dis 
Stromstärke für verschiedene Drucke Dı 
Amp. Yolt Atm. HK Amp. | Volt | Atm. HK a 
Elektrodenabstand im Betriebszustand 4,5mm ste 
11,8 21 28,9 | 140 11,8 St. we 110 sag 
15 21 29,0 210 15 20 20,1 170 da 
20 21 29,1 365 20 | 20 20,2 260 Re 
25 21 29,1 550 25 19 20,2 390 De 
30 21 29,1 740 30 19,3 20,2 540 wi 
Tabelle 3. 
Li 
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Aus einer größeren Reihe von Messungen werden als Beispiel die Ergebnisse, 
die an ein und derselben Röhre sowohl für Krypton als auch für Xenon für alle 
Drucke und Stromstärken gewonnen wurden, wiedergegeben. Diese Werte sind 
am besten vergleichbar, da kleine Abweichungen, die durch geringe Unterschiede 
der Elektrodenabstände oder durch etwas verschiedenen Elektrodenansatz ent- 
stehen können, hierbei ausgeschlossen sind. Die Messungen sind in Tab. 3 und 4 
enthalten. Bei den angegebenen Spannungen an den Röhren ist zu beachten, 
daß die Spannungsverluste an den Molybdänbanddurchführungen eine gewisse 
Rolle spielen. Der Gesamtwiderstand der Durchführungen beträgt etwa 0,032. 
Der Spannungsverlust an den Durchführungen ist bei 10 Amp. also 0,3 Volt, 
während er bei 30 Amp. 0,9 Volt beträgt. Es ist deshalb die Entladungsspannung, 


Tabelle 4. 


Lichtstärke der Xenon-Hochdruckentladung in Abhängigkeit von der 
Stromstärke für verschiedene Drucke 


Entladungsspannung 
Röhrenspannung (Röhrensp. — Spannungs- 
verlust d. Durchführungen) 
Amp. | Volt Volt Atm. HK 
Elektrodenabstand im Betriebszustand 4,3 mm 
11,8 18,3 17,9 18,5 270 
15 18,3 17,8 18,5 400 
20 18,5 17,9 18,6 640 
25 19,0 18,2 18,7 940 
30 19,5 18,6 18,7 1285 
11,8 18,3 17,9 18,6 290 
1 18,3 17,8 18,7 400 
20 18,5 17,9 18,7 660 
25 19,0 18,2 18,8 940 
30 19,5 18,6 18,8 1310 
11,8 21,9 21,5 28,9 380 
15 21,8 21,3 28,9 570 
20 22,0 21,4 29,0 900 
25 22,8 22,0 29,1 1285 
30 23,1 22,2 29,2 1730 
11,8 21,5 21,1 28,9 365 
15 21,5 21,0 29,0 590 
20 22,0 21,4 29,0 900 
25 22,8 22,0 29,1 1285 
30 23,1 22,2 29,2 1730 
11,8 27,6 27,2 36,6 610 
15 26,1 25,6 36,6 805 
20 26,0 25,4 36,7 11% 
25 27,0 26,2 36,8 1680 
30 27,0 26,1 36,9 2265 
11,8 26,6 26,2 36,8 610 
15 26,0 25,5 36,9 855 
20 26,0 25,4 36,9 1210 
25 26,6 25,8 37,0 1680 
30 27,0: 26,1 37,1 2290 
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d.i. die Réhrenspannung minus Spannungsverlust der Durchfiihrungen, ol 
dert angegeben. 

Wie man sieht, hat die Charakteristik der Entladung in Krypton im Mell 
bereich ein Minimum. Bei kleinen Stromstärken ist sie fallend, während bei 
größeren Stromstärken wieder ein langsamer Anstieg eintritt. Das Spannung 
minimum ist sehr flach, so daß im gesaniten Bereich zwischen 11,8 Amp. umm 
30 Amp. die Spannung nur wenig stromstärkeabhängig ist. Einen ähnlichen Vem 
lauf zeigt auch die Charakteristik der Xenon-Hochdruckentladung. Nur erscheii 
das Spannungsminimum etwa nach kleineren Stromstärken verschoben. DW 
Stromspannungskurven haben damit in den Krypton- und Xenon-Hochdruckg 
entladungen einen ganz ähnlichen Verlauf wie die schon früher untersuchi@g 

cme Quecksilber-Hochdruckentladungen und wie er sid 
cm bereits bei den Neon- und Argon-Hoohaaa 
entladungen andeutete. ~ 
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Abb. 3. Wirkungsquerschnitte von Abb. 4. Lichtstärke der Krypton- 

Neon, Argon, Krypton, Xenon und Hochdruckentladung in Abhängigkeit von der 

Quecksilber in Abhängigkeit von Stromstärke für verschiedene Drucke 
der Elektronengeschwindigkeit 


Auffallend ist der geringe Gradient der Edelgas-Hochdruckentladungen. wi 
für die Elektrodenverluste ein Wert von ca. 12 Volt angenommen, so ergibt # 
für die Entladung in Krypton im Brennspannungsminimum bei 35,8 Ati 
29,2 Volt/em und in Xenon bei 36,8 Atm.: 32 Volt/cm. Das ist etwa !/, des Wert 
des Hg-Bogens unter ähnlichen Bedingungen. : 

Der niedrige Gradient kann auf zwei Ursachen zurückgeführt werden: ' 3 


1. Die Elektronendichte ist, wie später gezeigt wird, relativ hoch. Nach 
Beziehung zwischen Stromstärke J und Gradient @: 
J =2 Rn, b, eG 
(R Bogenradius, n, Anzahl der Elektronen in b, 
ist der niedrige Gradient hierauf z. T. zurückzuführen. 


2. Die Elektronenbeweglichkeit ist sehr groß. Die Temperaturen i in den Edel 


gasbégen betragen etwa 8000° bis 10000°, entsprechend einer Elektronengescliaiy 


| 
4 : 
2 
140 
720 
UN 
80 
‘a ia 
> =) Dr 
a 


er: 


Schulz: Elektrische Entladungen in Edelgasen bei hohen Drucken 113 


digkeit von rund leV. Etwa bei dieser Geschwindigkeit liegt gerade das Mini- 
mum der Wirkungsquerschnitte der Elektronen gegen Edelgase. In Abb. 3 sind 
die Ramsauerquerschnitte fiir die Edelgase wiedergegeben. Zum Vergleich ist 
auch die Kurve für Quecksilber eingezeichnet. ‘Unter den vorliegenden Bedin- 


7 


4 


gungen ist also die freie Weg- 
länge der Elektronen und damit wl 
ihre Beweglichkeit sehr groß. ‚m 
Der kleine Wirkungsquerschnitt 
dürfte die Hauptursache für 
die kleinen Gradienten sein. _| 
Der Anstieg der Lichtstärke — 
mit der Stromstärke ist wie bei 
den leichteren Edelgasen sehr ” 
steil. Er ist wieder darstellbar, 
Pirch L~J". Der Exponent 
fiegt für Xenon zwischen 1,5 I 
und 1,7, für Krypton zwischen a 
16 und 1,8. Abb. 4 und5 geben LAA 
die Messungen fiir die verschie- — 


denen Drucke wieder. Die aus- 7 ” 5 20 a EZ) 
Abb. 5. Lichtstärke der Xenon-Hochdruckentladung 


gezogenen Kurven entsprechen in Abhängigkeit von der Stromstärke 
Für jede Kurve, die Drucke . 


jeweils die Meßwerte am besten 

wiedergibt, sind in den Abbildungen die Werte für n angegeben. Die Druck- 
abhangigkeit von n ist gering. Doch besteht die deutliche Tendenz einer Abnahme - 
von n mit zunehmendem Druck. 


u ausgezogene Kurven 
L~J” 


Ultraviolette Strahlung | 


Zur Priifung des Verhaltens des Kontinuums der Edelgas-Hochdruckentladun- 
gen ist die ultraviolette Strahlung besonders gut geeignet, da diese (vgl. die Spek- 
tralaufnahmen Abb. 10 und 11 im ersten Teil der Arbeit) ein linienfreies Kon- 
tinuum liefert. Es wurde deshalb die UV- -Strahlung i in Abhängigkeit von Druck 
und Stromstärke für verschiedene Wellen- 
längenbereiche gemessen. Die Meßanord- 
nung bestand aus einer Sperrschichtzelle 
mit vier verschiedenen Filterkombina- 
iy tionen*). Die Empfindlichkeit des MeB- 


gerätes (Zelle + Filterkombination) ist in 

Abb. 6 wiedergegeben. Die Messungen er- 

fassen also vier rein kontinuierliche Be- 
reiche im UV. 

Da die Messungen in allen vier unter- 

3500 suchten UV-Bereichen denselben Verlauf 

Wellenlänge in Abhängigkeit von Druck und Strom- 

Abb. 6. Spektrale E dlichkeit Starke ergeben haben, sollen als Beispiel 

des DV MeBeeräten zur die Ergebnisse im Meßbereich IV 


Z 


*) H. Krefft u. F. Rössler, Z. techn. Physik 17 (1936) 479. 
Ann. Physik. 6. Folge, Bd.1 
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(3500 A bis 4000 A) mitgeteilt werden. Abb. 7 enthält die Messungen in Krypton 
und Abb. 8 diejenigen in Xenon. Wie man sieht, wächst die Strahlstärke im UV 
rasch mit der Stromstärke an. Sie verhält sich damit ähnlich wie das Sichtbare 


3000 
LZ 
Arypton 
hurve 
Sr J* 


= 


willkürliche Einheiten 


ER 


| 


a 5 6 
Abb. 7. Strahlstärke der 


2 


25 HA 
-Hochdruck- 


entladung im UV (Bereich 3500—4000 A) 
in Abhängigkeit von der Stromstärke 
bei verschiedenen Drucken 


und ist ebenfalls darstellbar 
durch S ~ J®. Für die Kryp- 
ton-Hochdruckentladung 
lassen sich alle Meßwerte in 
ausreichender Näherung 
durch $ darstellen. 


Der Exponent ergibt sich als ° 


praktisch druckunabhängig 
und ist nur wenig kleiner als 
für die sichtbare Strahlung. 

Für die Xenon-Hoch- 
druckentladung lassen sich 
die Messungen mit einem 
Exponenten n = 1,4 und 1,5 
bei 29 Atm. bzw. 18,5 Atm. 
wiedergeben. Die schwache 
Druckabhängigkeit liegt an 
der Fehlergrenze. Wie im 
Sichtbaren besteht die Ten- 


denz einer Abnahme von » mit zunehmendem Druck. Der Exponent ist auch hier 
etwas kleiner als im sichtbaren Spektralbereich. 
Man kann also feststellen, daß die kontinuierliche Strahlung sowohl im Sicht- 


baren als auch in den vier 
untersuchten ultravioletten 
Bereichen sehr rasch mit der 
Stromstärke ansteigt. Die 
Stromstärkeabhängigkeit ist 
dabei für alle Wellenlängen- 
bereiche ungefähr die gleiche. 


Linienhafte Strahlung 
und Gesamtstrahlung 


Zur Messung der Strom- 
stärkeabhängigkeit der Li- 
nienintensität wurde folgen- 
de Anordnung benutzt. Aus 
dem vergrößerten Bild der 
Entladung wurden die Elek- 
troden abgeblendet. Hinter 
der Blende befand sich ein 
langer lichtdichter Auszug, 
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Abb. 8. Strahlstärke der Xenon-Hochdruck- 
entladung im UV (Bereich 3500—4000 A) 
in Abhängigkeit von der Stromstärke 
bei verschiedenen Drucken 


an dessen Ende das Licht völlig diffus auf ein Vakuumthermoelement fiel. 
Gemessen wurde mit einem Spiegelgalvanometer. Außer mit dieser Anordnung 
wurde auch einfach mit dem Thermoelement, das in einiger Entfernung vom 


Entladungsgefäß stand, gemessen, ohne daß dabei das Elektrodenlicht aus- 
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geblendet wurde. Die Stromstärkeabhängigkeit ergab sich in beiden Fällen als 
die gleiche. Um aus dem Bogenlicht die Linienstrahlung zu isolieren, wurden 
die Schottfilter RG7 bzw. RG8 benutzt. Diese lassen nur den langwelligen 
Teil der Strahlung hindurch und schneiden bei etwa 7500 Ä bzw. 7000 Ä ab. Die 
intensiven Liniengruppen bei 7500 Ä bis 9000 Ä für Krypton und 8200 Ä bis 
10000 A für Xenon werden somit durchgelassen. Der kontinuierliche Untergrund 
in diesem Bereich wurde aller- 


dings bei diesen Messungen | . 
miterfaßt. Er ist aber schwach 0 +79 at 
im Verhältnis zur Linien- «XH ab 
strahlung. + 350t 


Als Beispiel zeigt Abb. 9 
die Linienemission in Abhän- X 


in 


gigkeit von der Stromstärke I 7 

für die Krypton-Hochdruck- 

entladung. Wie man sieht, X # 7 

geht die Linienemission na- & RG8 


hezu proportional der Strom- X jo 
stärke. Für jeden Druck * ae 
lassen sich die Meßpunkte gut 2 We 


N 


50 

den die Abszisse im selben 3 
Punkt nahe dem Nullpunkt. L 40 

Ein ähnliches Verhalten 7 4 10 T 20 A _ 
zeigt die Gesamtstrahlung. N 
Diane Werte wurden in der- | 7 
selben Meßanordnung ohne 20 
jedes Filter erhalten. Als Bei- wos a 
spiel sind die Ergebnisse fiir nv Ri 


die Krypton-Hochdruckentla- 
dung in Abb. 10 wiedergege- 
ben. Sie sind für jeden Druck 7 5 % 75 20 25 WA 


wieder darstellbar durch eine 

Abb. 9. strahlung der Krypton-H - 
Gerade. Der Schnittpunkt mit von der 
der Abszisse liegt bei etwas für verschiedene Drucke 
größeren Stromstärken als bei 
der Linienstrahlung. Die Gesamtstrahlung verhält sich also fast wie die Linien- 
strahlung. In einem etwas rascheren Anstieg macht sich aber der Einfluß der 
kontinuierlichen Strahlung bemerkbar. 


Diskussion der Ergebnisse 


Das im Verhältnis zur Linienstrahlung sehr intensive Kontinuum der Edelgas- 
Hochdruckentladungen wurde im ersten Teil der Arbeit auf Übergänge zwischen 
den kontinuierlichen Zuständen oberhalb der Ionisierungsgrenze und den dis- 
kreten Zuständen der Atome sowie auf Übergänge innerhalb des Bereiches der 
kontinuierlichen Zustände oberhalb der Ionisierungsgrenze zurückgeführt und 
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konnte dargestellt werden durch: 4 


e Vi 


Sp~wNe KT, (1) 


Die hohe Intensität beruht vor allem auf der Tatsache, daß die diskretén Terme 
bei den Edelgasen dicht unterhalb der Ionisierungsgrenze zusammengedrängt 
sind und die als Anregungsspannung für die kontinuierliche Strahlung auftretende 
Ionisierungsspannung V, daher im Gegensatz zu anderen Gasen, insbesondere 
dem Quecksilber, nur wenig 
| y größer ist als die Anregungs- 
ER at A | spannung V, fiir die linienhafte 
x 90 at Ausstrahlung. Für letztere gilt: 
35508 X | 


eVa 


Wegen V;>V, geht eine Tem- 
/ | peraturänderung in Gl. (1) emp 
findlicher ein als in Gl. (2), d.h. 
es ist von vornherein zu erwarten, 
daß die kontinuierliche Strahlung 
bei mit dem Strom anwachsender 
Temperatur rascher zunimmt als 
die Linienstrahlung. In der Tat 


| 
} an ist schon in der Quecksilber- 


Ss 


/ 
A 
Va 


wz Y während die Linienstrahlung nur 


stärke ansteigt. Bei den Edel. 
gasen sollte jedoch, da V, nur 
10 wenig größer ist als V,, der Um 
terschied im Verhalten der beiden 
Strahlungsarten gering sei. 
6 5 20 Br 2 25 ZA 

Abb. 10. Gesamtstrahlung der Krypton-Hochdruck- Demgegenüber haben die Meg 


entladung in Abhängigkeit von der Stromstärke SUNgen ergeben, daß in allen: 


für verschiedene Drucke Edelgasentladungen ‚ die kom 
tinuierliche Strahlung sehr viel 

rascher mit der Stromstärke ansteigt als die Linienstrahlung und mit J}.° bis 
J4? für Xenon, J1:6 bis J1.® für Krypton, J}? für Argon und J%35 für Neon 
sogar noch stärker wächst als bei Quecksilber. 


. Der sehr rasche Anstieg der kontinuierlichen Strahlung in den Edelgas-Hoch- 


druckentladungen wird noch bemerkenswerter, wenn auch die Stromstärke- 
abhängigkeit des Bogendurchmessers berücksichtigt wird. Während bei der zum 
Vergleich herangezogenen Quecksilber-Hochdruckentladung die Bogenbreite un- 
abhängig von der aufgenommenen Leistung ist, die Zunahme der Strahlung mit 
wachsender Stromstärke also ausschließlich auf Temperaturerhöhung beruht, 
ist der Kanalquerschnitt der Edelgas-Hochdruckentladungen nahezu proportional 
dem Strom. Die eintretenden Temperaturerhöhungen sind also in diesem Fall 


3) R.Rompe, P. Schulz u. W.Thouret, Z. Physik 112 (1939) 369. 
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relativ gering, da die Stromdichte nur wenig zunimmt. Ein betrichtlicher Teil 
der Vergrößerung der Gesamtstrahlung ist einfach auf Vergrößerung des Ent- 
ladungskanals zurückzuführen. ~ 

Aus dem Angeführten ist ersichtlich, daß das starke Anwachsen der konti- 


nuierlichen Strahlung nicht nur. gemäß 
eV; 


S,~Ne *? (1) 


durch Zunahme von. N (infolge Kanalausdehnung) und Temperaturerhéhung 
allein zu erklären ist. 

Es wird hier offensichtlich noch zusätzlich eine andere Erscheinung von Be- 
deutung. Schon bei der Quecksilber-Hochdrückentladung wurde festgestellt, daß 
als Ionisierungsspannung nicht die eines isolierten Atoms eingesetzt werden darf *). 
Vielmehr tritt infolge der großen Verbreiterung (hauptsächlich durch Elektronen- 
stoß) eine Verschmierung der oberen Terme auf. Die hier sehr dicht gelagerten 
Terme werden so stark verbreitert, daß sie ineinander übergehen. Da gleich- 
zeitig wegen der hohen Ionen- bzw. Elektronenfelder die Auswahlregeln durch- 
brochen werden, führt das dazu, daß schon für Energiezustände, die nicht un- 
beträchtlich unterhalb der -Ionisierungsgrenze liegen, alle Werte angenommen 
werden können. Praktisch heißt das, daß die Ionisierungsgrenze im Hochdruck- 
plasma herabgesetzt ist. Für die Quecksilber-Hochdruckentladung hat sich 
gezeigt, daß die Ionisierungsspannung nur etwa 9,7 Volt gegenüber 10,4 Volt 
des isolierten Quecksilberatoms beträgt®). 

Die Elektronenstoßbreiten hoch gelegener Terme sind recht beträchtlich, da 
sie mit der 7. Potenz der wahren Quantenzahl anwachsen. Anderseits ist auch die 
Termdichte nahe unterhalb der Ionisierungsgrenze sehr groß, so daß ein Ineinander- 

\verschmieren der hohen Terme leicht eintritt. Mit zunehmender Elektronendichte, 
d.h. bei Temperaturerhöhung, wächst die Elektronenstoßbreite, so daß die Ver- 
schmierung von der Ionisierungsgrenze ausgehend weiter nach unten greift. Beim 
Quecksilber kann dies weitgehend kontinuierlich bis etwa auf 9,7 Volt herab 
geschehen. Weiter herunter kann die Verschmierung schlecht greifen, da dann 
ziemlich plötzlich die Termabstände größer werden. 

Aus diesem Grunde kann in der Quecksilber-Hochdruckentladung mit einer 
zwar herabgesetzten, doch immerhin nahezu konstanten Ionisierungsspannung 
gerechnet werden. Quantitativ ist allerdings die Herabsetzung der Ionisierungs- 
spannung für die kontinuierliche Emission von großer Bedeutung, da ein nicht 
unbetrichtlicher Teil der Strahlung Übergängen in diese quasifreien Zustände 
entspricht. 

Im Gegensatz hierzu besteht eine so merkliche Stufe in der Termanordnung 
nahe unterhalb der Ionisierungsgrenze bei den Edelgasen nicht. Es muß vielmehr 
angenommen werden, daß bei der mit Temperaturerhöhung eintretenden Ver- 
größerung der Elektronenstoßbreiten immer neue Termgruppen von der Ver- 
schmierung erfaßt werden, d.h. daß die Ionisierungsgrenze sich weiter nach 
unten verschiebt. Das hat zur Folge, daß in der Gleichung (1) als neue Ursache für 
die Vergrößerung der kontinuierlichen Strahlung eine mit Erhöhung der Strom- 
stärke eintretende Herabsetzung von V, in Erscheinung tritt. Da V, "sehr emp- 


4) R.Rompe u. P. Schulz, Z. Physik 110 (1938) 223; A. Unsöld, Ann. Physik 
88 (1939) 607. 
5) P.Schulz u. W. Weizel, Z. Physik 122 (1944) 697. 
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findlich als Exponent eingeht, dürfte hierauf ein wesentlicher Teil der Änderung 
der kontinuierlichen Strahlung beruhen. 

Im Gegensatz hierzu ist die Anregungsspannung einer Linie völlig unabhängig 
von der Temperatur. Die Zunahme der Linienstrahlung beruht nach Gl. (2) auf: 

1. Zunahme von N wegen der wachsenden Bogenbreite. Dieser Effekt ist von 
derselben Größe wie bei der kontinuierlichen Strahlung. 

2. Temperaturerhöhung. Da V,< V, ist, macht diese für die Linienstrahlung 
weniger aus als für die kontinuierliche Strahlung. Doch ist der Unterschied im 
Vergleich etwa zum Quecksilber gering, da die Differenz zwischen V, und J, 
bei den Edelgasen relativ klein ist. 

Der wesentliche Unterschied in der Stromstärkeabhängigkeit von linienhafter 
und kontinuierlicher Strahlung in Edelgas-Hochdruckentladungen dürfte also auf 
das Verhalten der Anregungsspannungen zurückzuführen sein, da die empfind- 
lich als Anregungsspannung des Kontinuums eingehende Ionisierungsspannung 
mit wachsendem Strom abnimmt, während die Anregungsspannung der Linien- 
emission konstant bleibt. 

Es muß noch kurz auf das Verhalten der kontinuierlichen Strahlung in ver- 
schiedenen Spektralgebieten eingegangen werden. Die Unsöldsche Theorie 
verlangt, daß diese frequenzunabhängig ist. Dieses ist nur für das sichtbare 
Gebiet annähernd der Fall. Über das gesamte Spektrum betrachtet, nimmt die 
Energieverteilung eine Art Plancksche Verteilung mit dem Maximum im Sicht- 
baren an. Die Frequenzunabhängigkeit der Emission in der Unsöldschen Theorie 
rührt daher, daß an Stelle über die einzelnen beim Übergang von je einem dis- 
kreten Term in die freien (bzw. quasifreien) Zustände entstehenden Kontinua 
zu summieren, wegen der dichten Lage der Terme die Summe durch ein Integral 
ersetzt wird. Aus diesem Grunde gilt die von der Wellenlänge unabhängige 
Emission auch nur als Näherung. Daß die längerwelligen Übergänge um so mehr 
an Bedeutung gewinnen, je weiter die Ionisierungsgrenze herunterreicht, ist ohne 
weiteres einzusehen. Aus diesem Grunde dürfte wohl auch der etwas raschere 


Anstieg der sichtbaren Strahlung als der UV-Strahlung (S ~ J! bis J1T im’ 


Sichtbaren gegenüber S~J1+4 bis J 1,5 im UV für Xe bzw. S ~ bis 
im Sichtbaren und S ~ J1.5 im UV für Kr) eintreten. 


Am Schluß ist es mir eine angenehme Pflicht, Herrn Prof. Rompe für viele 


wertvolle Diskussionen und Anregungen auch an dieser Stelle meinen herzlichen 
Dank auszusprechen. 


Greifswald, Physikalisches Institut der Universität. 


(Bei der Redaktion eingegangen am 1. 9. 1946.) 
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Reflexion elektromagnetischer Wellen an einer 
inhomogenen Schicht 


Von W. Kofink 
(Mit 2 Abbildungen) 


Inhaltsiibersicht 


Die vorliegende Abhandlung ist eine mathematische Studie einiger Methoden 
zur Berechnung des Reflexionsvermégens einer Schicht, deren Dielektrizitats- 
konstante (DK) in einer Raumrichtung veränderlich ist. Sie bringt diese Me- 
thoden miteinander in Zusammenhang und hebt ihre charakteristischen Eigen- 
schaften hervor. 

§ 1 enthält die funktionentheoretische Methode, welche die Behandlung glatter 
inhomogener Medien ermöglicht — womit ich Schichten bezeichnen möchte, 
deren DK stetig und in allen Differentialquotienten stetig verläuft und nach 
beiden Seiten einem endlichen Grenzwert im Unendlichen zustrebt. Bisher fand, 
soweit mir bekannt, nur eine bestimmte Klasse solcher DK-Verläufe durch 
Epstein und Rawer rechnerische Behandlung. Hier wird eine zweite Klasse 
hinzugefügt, die ein besonders einfaches Verhalten zeigt. Diese Ergänzung dient 
hauptsächlich zur Erweiterung des Gesichtskreises und erweckt den Wunsch 
nach einer Statistik über alle Reflexionsvermögen solcher DK-Verläufe, die sich 
nur wenig voneinander unterscheiden. Im Besitze einer solchen Statistik ließe 
sich die Frage nach dem wahrscheinlichen oder mittleren Reflexionsvermögen 
einer Schicht beantworten, wenn etwa nur die Schichtdicke bekannt, der genaue 
Verlauf der DK aber unbekannt ist. 

Am nächsten verwandt mit der funktionentheoretischen Methode ist die 
Methode von Van Cittert, welche den Ausgangspunkt des § 2 bildet. Sie ver- 
knüpft einfallende und reflektierte Welle an jedem Raumpunkt durch zwei simul- 
tane Differentialgleichungen. Durch Einführen des Amplitudenverhältnisses der 
teflektierten zur einfallenden Welle entsteht daraus eine Riccatische Differen- 
tialgleichung, womit für schiefen Einfall eine weithin gemeinsame Behandlung 
der beiden Polarisationsfälle „elektrische bzw. magnetische Feldstärke senkrecht 
zur Einfallsebene‘‘ möglich wird. Von hier aus führt eine Transformation, durch 
welche statt des Amplitudenverhältnisses das Reflexionsvermégen selbst und 
die Phasendifferenz zwischen einfallender und reflektierter Welle eingeführt wird, 
zu einer teilweisen Integration der Differentialgleichung für das Reflexions- 
vermögen. Dabei ergibt sich ein Kriterium für das Verschwinden des Reflexions- 
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vermögens in der Form einer Orthogonalitätsrelation. Eine andere Transforma- 


tion stellt den Zusammenhang mit der Differentialgleichung für die Reflex 


funktion von Geffcken her. Bei den ,,Integrationsmethoden“ hat man den Vor” 


teil, daß bei Vernachlässigung eines naturgemäß auftretenden quadratischen 
Glieds eine anschaulich deutbare Näherungslösung entsteht. Man nimmt dafür 
den Nachteil in Kauf, daß diese Näherungen im allgemeinen zu einem gegenüber 
Schichtumkehr unsymmetrischen Reflexionsvermögen führen; diesen Nachteil 
kann man im Einzelfall im Laufe der Rechnung durch extrapolierende, daher 
meist nicht eindeutige, Mittelungsprozesse beseitigen. 

In $3 wird die Methode von Gans (WKB-Methode) unter dem in $1 ge 
wonnenen Standpunkt diskutiert und in $4 eine reine Differentiationsmethode 
entwickelt. Diese beiden Methoden lassen sich nur auf Schichten endlicher Dicke 
anwenden, da sie das Vorhandensein von Grenzbedingungen im Endlichen 
benützen. 


$ 1. Eine Bemerkung zur funktionentheoretischen Methode 


Die Berechnung des Reflexionsvermögens einer glatten Schicht wird durch 
das Fehlen von Grenzbedingungen im Endlichen erschwert. Ein Hin 
weis auf die dabei vorliegenden Schwierigkeiten findet sich schon beiM. Schlickt), 
Um das Reflexionsvermögen für einen stationären Schwingungsvorgang zu be- 
rechnen, sucht man eine solche Kombination zweier Lösungen der Wellen- 
gleichung, welche im Unendlichen auf der einen Seite der Schicht asymptotisch 
der Überlagerung einer einfallenden und einer reflektierten ebenen Welle und 
auf der anderen Seite der Schicht einer allein auslaufenden ebenen Welle ent- 
spricht. Trotz der einfachen Formulierung, die man dem Problem damit geben 
kann, scheint die allgemeine Lösung nicht einfach zu sein. Immerhin ist Ep- 
stein?) für eine besondere Klasse von DK-Verläufen 


(1) 


die Berechnung des Reflexionsvermégens. gelungen. Dabei bedeutet S ein di- 
mensionsloses Maß für die in Einheiten ad gemessene Dicke der inhomo- 
genen Schieht. Die DK (1) verläuft glatt von ¢ = «, bei z =—oo nach e=& 
bei z=-++ 00. Durch die 4 verfiigbareh Parameter ¢,, &, &, S ist dieser DK- 
Verlauf von beträchtlicher Allgemeinheit. Er umfaßt insbesondere zwei von 
Epstein behandelte, wichtige Spezialfälle, e; = 0, d.h. monoton wachsende 
DK und ¢, = ¢,, d.h. symmetrische DK. 
Der Verlauf (1) zeichnet sich dadurch aus, daß die Schwingungsgleichung 


für ihn durch die ,,Epsteintransformation“ [s. Rawer®)] in die hypergeometrische’ 


Differentialgleichung transformiert werden kann. Bei dieser Transformation ver- 
wandeln sich die Punkte = —=—oo und z=-+oo der Schwingungsgleichung 
in die singulären Stellen 0 und oo der hypergeometrischen Differentialgleichung. 


1) M.Schlick, Über die Reflexion des Lichts an einer inhomogenen Schicht, Berl. 
Diss. 1904, 8. 45¢f. 
2) P.S. Epstein, Proc. Nat. Acad. Sci. U.S.A. 16 (1930) 627. 


3) K. Rawer, Ann. Physik (5) 85 (1939) 385. Den Hinweis darauf-verdanke 


ich Herrn Dr. F. Renner. 
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Mit Hilfe der von Gauß angegebenen Relationen zwischen den Fundamental- 
lösungen der hypergeömetrischen Differentialgleichung an diesen beiden singu- 
laren Stellen gelang es Epstein, den Zusammenhang der asymptotischen Lö- 
sungen der Schwingungsgleichung für z= —0oo und z = + oo aufzufinden, d.h. 

die Koeffizienten A, und A, in 


A, 4 A, .| | (2) 
Z->-00 

zu bestimmen. Auf diese Weise fügt sich (unter Weglassung des Zeitfaktors) 
einfallende und reflektierte Welle mit den Amplituden A, und A, zu einer reinen 
durchgehenden Welle mit der — 1 zusammen. Das en 177 
ist 9 = 
Rawer®) vergrößert durch. eine’ der 
Anwendungsbereich dieser funktionentheoretischen Methode auf Verläufe der 
DK, die sich von (1) im wesentlichen durch sein D-Glied [s. Rawer Gl. (1,7)], 
d.h. durch den Schwarzschen Differentialausdruck*) unterscheiden. 

Bei der Anwendung dieser schönen Methode muß man jedoch bedenken, daß 
durch sie aus allen möglichen DK-Verläufen eine ganz bestimmte Klasse heraus- 
gegriffen wird. Es wäre wünschenswert, über das Reflexionsvermögen ,,benach- 
barter‘‘ DK-Verläufe etwas aussagen zu können. Dieses Problem scheint noch - 
ungelöst und um diesen Mangel immerhin durch ein Beispiel zu belegen, kon- 
struiere ich eine Klasse von glatten DK-Verläufen, die das Reflexionsvermögen 0 
zeigen und sich dabei wenigstens für große Schichtdicken nicht allzusehr von 
dem Epsteinschen Verlauf unterscheiden. 

Dazu gehe ich aus von den Lösungen (I 10) einer früheren Veröffentlichung >). 
Diese Funktionen.waren dort Näherungslösungen bei vorgegebener DK; hier 
werden sie umgekehrt als Lösungen angenommen und rückwärts aus der Schwin- 
gungsgleichung die ihnen exakt zugehörige DK bestimmt. Diese Funktionen sind 


wobei ich für p (z) ein besonderes asymptotisches Verhalten voraussetze, näm- 
lich lim p (z)= Ye, und lim p (z) = eq. % ist ein beliebiger Punkt im Entl- 
gat 


=+00° 
lichen. Im übrigen besitze p (z) einen beliebigen glatten Verlauf. (Die Bezeich- 
nung p ist weder mit dcr Epsteins, noch mit der Rawers identisch, sondern 
aus I übernommen.) Dann stellt F, eine reflexionslos von z=—oco nach z=-+co 
laufende, F_ eine reflexionslos umgekehrt laufende Welle dar (unter Unter- 
drückung des Zeitfaktors e~*®*). Berechnet man die DK rückwärts aus der Schwin- © 
gungsgleichung für senkrechten Einfall 


4) R.Fricke u. F.Klein, Vorles. über die Theorie der automorphen Funktionen, 
Bd.2 (1912), 119. 

5) W. Kofink u. E. Menzer, Ann. Physik (5) 39 (1941) 388. Hier mit I be- 
zeichnet. Druckfehlerberichtigung: Auf S.401 muß dort im Zähler der Formel (33) 
statt 4nı nı — ~ PiPa der Ausdruck 4 ny 111 p, p, stehen. 
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e unterscheidet sich von p? nur um das Zusatzglied 


welches nebenbei wiederum ein Schwarzscher Differentialausdruck für f p dz 
ist. Wählt man für p? das e von Epstein (1), so bekommt man aus (5) einen 
von (1) um das Zusatzglied (5’) abweichenden Verlauf der DK; da aber jede 
der Lösungen (3) für sich schon einen bestimmten Wellentyp asymptotisch dar- 

stellt, tritt keine Verknüpfung von einfallender und reflektierter Welle auf. DK- 
Verläufe der Form (5) besitzen kein Reflexionsvermögen. 


Um Mißverständnissen vorzubeugen, sei daran erinnert, daß die DK im Epstein- 
schen Ansatz durch € = = om a von der Wellenlänge abhängt; dasselbe gilt dann 
auch vom Zusatzglied (5’). Geht man also zu einer Nachbarwellenlänge über, so muß 
man die Schicht so deformieren, daß das Produkt 4,8 erhalten bleibt, um bei dem- - 
selben e (£)-Verlauf zu bleiben. Nur dann bleibt das Reflexionsvermögen einer DK 
vom Typ (5) Null. 


Als Beispiel berechne ich das Zusatzglied (5’) für den Epsteinschen DK- 
Verlauf. Dazu wähle ich also 


pata (6) 
013 


Dann wird das Zusatzglied 


1 


mit 
@ (0) = a, + + 2es (Co +e) + 


Das Zusatzglied verschwindet für {= -}-co, da nach Voraussetzung p dort endlich, 
p’ und p” verschwinden. Ferner sieht man, daß das Zusatzglied mit wachsender 
Schichtdicke S proportional 1/S? abnimmt, so daß für hohe Schichtdicke eine 
relativ geringfügige Änderung des DK-Verlaufs das Reflexionsvermögen zum 
Verschwinden bringt. Für kleine Schichtdicken dagegen erhält das Zusatzglied 
überwiegenden Einfluß. Dies muß so sein, denn z. B. für einen monotonen An- 
stieg der DK. konvergiert das Reflexionsvermögen für S = 0 gegen einen Wert 
größer als 0, nämlich gegen den Fresnelschen Wert des Reflexionsvermögens 
an einem Brechungsindexsprung. Ein DK-Verlauf, der zum Reflexionsvermögen 0 
führen soll, muß für kleine Schichtdicken also immer stärker vom monotonen 
Verlauf abweichen; das Korrekturglied (5’) erhält überwiegenden Einfluß und 
sorgt dafür, daß für S—0 kein Brechungsindexsprung im Fresnelschen Sinn 
herauskommt. 

Ich betrachte zur Illustration des Vorhergehenden das Zusatzglied (7) für die beiden 
schon erwähnten Epsteinschen Spezialfälle: 

Fall I, der monotone Anstieg der DK: 

3=0,e=p+Z; fir p= 7a 


lautet das Zusatzglied 


(8) 
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Während das Reflexionsvermögen ohne Zusatzglied bei reeller DK nach Epstein 

_ Sin? a 8 (n, —n,) 

Sin? + n,) (10) 

beträgt, bringt es das Zusatzglied (9) zum Verschwinden. In Abb.1 ist das Zusatz- 

glied (9) für die Zahlenwerte S = 1; s, = 3, n»=)3; e,=1, ny=1 graphisch dar- 
gestellt: Für S = 1 beträgt der 


maximale Zuwachs der DK 
0,0232 an der Stelle ¢ ~—2 
und die maximale Verringerung 02 : 
bedeutet, daß der DK-Anstieg -7 -6 5 4 32 -7 
sich im wesentlichen innerhalb 02 
. . . | 
der Schichtdicke on vollzieht. 4-909 


F ür andere $ bleibt der funk- Abb.1. Verlauf des”Zusatzglieds Z (¢) für einen 
tionelle Verlauf des Zusatz- monotonen DK-Verlauf bei der Schichtdicke S = 1 
glieds entsprechend (7) bzw. (9) 


erhalten; die Ordinaten sind if 
2073000 
nur mit —; zu multiplizieren. Ig02 
So beträgt für S=14/,) der 
maximale Zuwachs immerhin -7 5 +4 7 


2,32 und die maximale Ver- 
ringerung — 2,7, wodurch eine 
beträchtliche Abweichung vom 
monotonen Anstieg der DK 
erzeugt und außerdem der 
Anderungsbereich der DK ver- 
breitert wird. Für 
wird umgekehrt das Zusatz- Abb.2. Verlauf des Zusatzgliedes Z (£) für einen sym- 
glied in seinem ganzen Verlauf metrischen DK-Verlauf bei der Schichtdicke S = 1 
von der Größenordnung 10%, 

Fall II, glockenförmiger, symmetrischer Verlauf der DK: ¢, = e,, e=9p?+Z; für 


lautet das Zusstzglied 
2e,(1—2 Sin? 3) + (2— 


Hier ist sowohl p? als auch Z (¢) symmetrisch um ¢ = 0, also auch das neue e. Während 
das Reflexionsvermégen ohne das Zusatzglied nach Epstein bei reeller DK- 


(11) 


1 
cos? |/ + > 


(12) 
cost + + Gin? 227, 8 

beträgt, ‘bringt es das Zusatzglied (11) zum Verschwinden. In Abb. 2 ist das Zusatz- 
glied (11) für die Zahlenwerte S=1; 3, = &,=1; e, = 8 aufgetragen. Wie im Bei- 
spiel, das Abb. 1 zugrunde liegt, variiert p* zwischen 1 und 3. Für S = 1 beträgt der 
maximale Zuwachs 0,0306 an den Stellen |¢| = 3,153 und die maximale Verminderung 
— 0,0833 bei € = 0. Für andere 8 gilt Analoges wie im Falle I. 

Die eben geschilderte Situation läßt es als wünschenswert erscheinen, so- 
zusagen eine Statistik über alle möglichen Klassen von DK-Verläufen zu ent- 
wickeln, um einen Überblick über das Reflexionsvermögen von Schichten zu 
bekommen, deren DK-Verlauf nicht genau bekannt ist. Beispiele sind insbeson- 
dere die ionisierten Schichten der Stratosphäre, aber auch die inhomogenen 
Schichten, die in der Optik des Sichtbaren und Ultraroten zur Anwendung 
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kommen. Eine erste Klasse ist die Epstein-Rawersche, eine zweite die des 
Ansatzes (5). Zur Lösung dieser Aufgabe ist wohl eine allgemeine Kenntnis des 
Zusammenhangs asymptotischer Lösungen der Schwingungsgleichung notwendig, _ 
Es scheint mir erwähnenswert, daß auch in der Theorie der Streuung von 
Teilchen am Atomkern nach der Wellenmechanik bei der Berechnung der dabei 
erlittenen Phasenverschiebungen®) dieselbe Frage in erweiterter Form auftrıtt 
(Neubildung von Teilchen) und neuerdings zu einem Zentralproblem’) der Theorie 
der Elementarteilchen geworden ist. 
§ 2. Fortführung der van Cittertschen Methode ®) 
a) Vereinigung beider Polarisationsfälle 
Die Schicht sei wie bisher allein in der z-Richtung inhomogen. Ihre DK ¢ 
sei reell und ihr Brechungsindex n = n (z) = Ve (2). Die Einfallsebene sei die 
y— z-Ebene und « = « (z) der Einfallswinkel; er hängt vom Ort z ab. 
Polarisationsfall I: Wenn der elektrische Vektor €, senkrecht zur Einfalls- 
ebene liegt, so stellt nach Van Cittert die einfallende Welle — oberer Index (1) — 
nav. | 
iw (t — — sin a) A 
E(e)e — 0 


iw sine) 


— 0 H® —nE() COs e (13a) 


iw sina) 


EM = 0 =—nE (2) sin € 
zusammen mit der reflektierten — oberer Index (2) — 


iw (t— sin =) 
ED = Ride H®) —0 

iw (: = sin a) 
SS HS =—nR(e)cosae (13b) 
iw (t— ~*sin «) 

— 0 ——nR(z)sinxe ° 
eine Lösung der Maxwellschen Gleichungen dar, wenn außer der punktweisen 
Erfüllung-des Snelliusschen Gesetzes für beide Wellen 

n (z) sin & (2) = C = Const. (14) 
die von z abhängigen Amplituden Z und R folgendes System simultaner Differen- 
tialgleichungen 

imE+ (E— R)=0 (15a) 


(15b) 


Dabei ist 
im cosa C8 (16) 


*) Z.B. H.A. Bethe u. R.F. Bacher, Rev. mod. Pays 8 ug: §§ 14, 15, 18. 
7) W. Heisenberg, Z. Physik 120 (1943) 513, 673. 
8) P.H, van Cittert, Physica 6 (1939) 840. 
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| und m’ =“. Bildet man das Verhältnis V == beider Amplituden, so erhält 


des 
des man nach Multiplikation von (15b) mit Z, von (15a) mit R, Subtraktion und 
dig. Division mit H? die Riccatische Differentialgleichung für V 
von dV m’ 
abei 2imV + (1— 
tritt 
orie Polarisationsfall II: Wenn der magnetische Vektor H, senkrecht zur Ein- 
fallsebene liegt, so stellt die einfallende Welle 
— 0 HO = 
io(t—“*sinz) 
Ke = — E (2). cosae F HY =0 (18a) 
die io 
= F(z) sinae HY) = 0 
w zusammen mit der reflektierten 
io(t—**sinz) 
=0 H® =n R (ze 
io (4-"*sina) 
= R (z) HG) = 0 (18b) 
3a) 
= R(z)sinee H® = 0 
bei punktweiser Erfüllung des Snelliusschen Gesetzes (14) eine Lösung der 
Maxwellschen Gleichungen dar, wenn die Amplituden E und R folgendes 
System simultaner Differentialgleichungen befriedigen 
dE . m’ n’ * 
—timE+ (19a) 
+B =O. (19b) 
Auf zum anderen afr emcees. analogen Wege erhält man für das earnest | 
= verhältnis V = — & die Riccatische Differentialgleichung 
14) dV x " m | 
Z=2im (20) 
K Die beiden Gln. (17) und (20), in eine zusammengefaßt, 
>a 
V’ = 2imV+y(1— V*) (21) 
> b) unterscheiden sich nur in der Bedeutung von y: 
16) 


y= 


4 
= 
x 
| = —[1 + = 5— (1 + tg? a). (22) 
18. 5 2n n?— 0? 2n 
n m 
— 
n 2m es 
\ 
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Dabei gehört die obere Gleichung bzw. das +-Zeichen zum Polarisationsfall ” 
„elektrischer Vektor senkrecht zur Einfallsebene“ und die untere Gleichung 

bzw. das —-Zeichen zum Fall ‚‚magnetischer Vektor senkrecht zur Einfallsebene“. 
Die Konstante C = n (z) sinx (z) =m, sina, ist z.B. durch den Brechungs- 
index m, und den Einfallswinkel «, für hohe negative z festgelegt. Für senkrechten — 
Einfall ist C = 0 und die beiden Fälle gehen ineinander über. 


. Da E und Rin den zwei Polarisationsfällen nicht dasselbe bedeuten, gehen die 

leichungen (15) und (19) bei senkrechtem Einfall nicht ineinander über. Im ersten 
Falle entspricht Z + R der elektrischen Feldstärke, im zweiten Falle der magnetischen 
Feldstärke dividiert durch den Brechungsindex. Es korrespondieren gewisse Gleichungen 
für den Polarisationsfall ‚elektrischer Vektor senkrecht zur Einfallsebene“ 


@(E + R) 
dz? 
d?(E—R m’\® 


- 


+ + R)= 0 (23a) 


(23e) 


- zu gewissen Gleichungen für den Polarisationsfall ‚‚magnetischer Vektor senkrecht zur 
Einfallsebene“‘ 


baw. R= (em). (2) 


Die magnetische Feldstärke selbst, d.h. n (E + R), befriedigt eine Differentialgleichung, 
welche noch ein Glied mit erster Ableitung enthält 


d’n(E + R) Qn’ dn(E + R) 


in Übereinstimmung mit I § 1. 


(24d) 


b) Teilweise Integration der Differentialgleichung (21) 


Wenn auch naturgemäß keine Aussicht besteht, Gl. (21) im Allgemeinfall 
durch irgendeine Umformung auf ,,Quadraturen“ zurückzuführen, so gewähren 
solche Umformungen doch einigen Einblick. Formt man GI. (21) mit dem Ansatz 


V=Voe (25) 


um, wobei o das Reflexionsvermögen und p die Phasendifferenz zwischen reflek- 
tierter und einfallender Welle bedeuten, so erhält man aus (21) durch Trennung 
von Real- und Imaginärteil die simultanen Gleichungen für o und p 


= 2y Vo (1—¢) cose (26a) 


Vo) sing. (26b) 
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Gl. (26a) läßt als separierbare Differentialgleichung eine Integration zu. Man 


erhält aus ihr das Reflexionsvermögen 


(1 + Vo.) F—(1—Vo,)]? 
27 
(+ Vo.) F + Ye) (=) 


(4) = 


Foe 4 =e (28) 


wobei z, die Stelle des Eintritts der einfallenden, 2, die Stelle des Austritts der 
durchgehenden Welle bedeutet. Nimmt man an der Austrittsstelle po (2,)=_0,=0, 
d.h. das Fehlen weiterer reflektierender Medien hinter der betrachteten Schicht 
an, so vereinfacht sich (27) zu 


e=(F1)= (27) 


Die Analogie von (27’) zu den Fresnelschen Formeln für den Brechungsindex- 
sprung fällt ins Auge. In der Tat erhält man diese Formeln aus (27’) im ~— 


fall dünner Schicht, denn dann gehen —0, cosp—>1, F>exp(— 2 f y dz). 


fiir den I 


bzw. II. Unter Beachtung von (14) und (16) PL. schließlich die Fresnelschen 
Formeln für beide Polarisationsfälle bei schiefem Einfall [vg]. *)]. 


Die durch den Ansatz (25) entstandene Umformung gestattet also nach (27’) 
in formaler Kurzschrift die: für das Reflexionsvermigen wesentliche GréBe in 
dem Integral 


l= f y cos dz (29) 
la 


darzustellen: das Produkt von y mit dem cos der jeweiligen Phasendifferenz 
zwischen reflektierter und einfallender Welle wird über die Schicht integriert. 
y bedeutet die logarithmische west: des Brechungsindex, modifiziert durch 


einen ortsabhängigen Faktor 3 62 + tg? x), welcher den schiefen Einfall berück- 


sichtigt. Insbesondere EEE das Reflexionsvermögen, wenn J = 0 wird, 
(d.h. wenn y auf cosp längs des Grundgebiets z, bis z, orthogonal ist. 


Alle mathematischen Schwierigkeiten, Gl.(21) zu integrieren, werden durch den 
Ansatz (25) auf die Bestimmung der Phasendifferenz y = 9 (z) gehäuft, welche ja nach 
(26b) in komplizierter Weise vom Brechungsindex abhängt. Immerhin kann man aus 
(26b) in dem Falle, ir welchem das zweite Glied auf der rechten Seite dieser Gleichung 
klein ist gegen das erste, entnehmen, daß einen wesentlichen Beitrag zu 


der Lichtweg vom betrachteten Punkte z nach dem Schichtende z, und zurück liefert, 
gemessen in Einheiten von de, Das letzte Glied von Gl. (26b), dessen komplizierterer 


Beitrag zur Phasendifferenz p in (30) mit 6 = ö(z) angedeutet ist, wechselt infolge des 
rs sing rasch sein Vorzeichen, wodurch sein Einfluß im Mittel verringert wird. 
Ferner kann man aus den Gin. (26) über den Verlauf des Reflexionsvermögens in der 
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Nähe seiner Extrema o, als Funktion der Schichtdicke Isiohh einigen Aufschluß erhalten; 
Die Krümmung von o in der Nähe der Extrema beträgt = +4my 
und insbesondere in der Nähe einer Nullstelle 03’ = 2 y*; y’ hat dort den Wert 

Aus Gl. (26b) kann man o mit Hilfe von (27) eliminieren. Unter derselben Vorausl 
setzung, die zu (27’) führt, entsteht dabei eine Integrodifferentialgleichung für 9 allein 


—2 m = 2y sin (2 cos p dz) .| (31) 


Oder man differentiiert (26b) nach z und eliminiert danach g und 9’ mit Hilfe von (268) 
und (26b), so erhält man eine nichtlineare Differentialgleichung 2. Ordnung für ¢ allein 


= (p'—2m +2 (p'—m)otg p|—27*sin (3) | 


c) Übergang zur Gefickenschen Reflexfunktion 


2 
Durch den Ansatz 5 mit einer neuen Funktion 


R=R (z) wandelt sich die Differentialgleichung (21) um in 


| R ‚(38) 
Um von hier aus die Darstellung von Geffcken*) zu erhalten, muß man noch 
die Transformation (34) 


durchführen, wobei über die fast beliebigen Funktionen a und 5 nur die Voraus- 
setzungen gemacht werden müssen, daß e der Eintrittstelle z, in die Schicht 


ihr Verhältnis ae =1 sein soll und — sonst überall von Null verschie- 


den sei. Dann bleibt das Biliniernäiiienn an der Stelle z,, welche schließlich 
allein interessiert, von dieser Transformation unberührt, während die Differen- 
tialgleichung (33) in 


Ra = + +2 5) 2im 
verwandelt. Zu der Geffckenschen Differentialgleichung a. a. O. Gl. (12) kommt 


man von (33’),| wenn man- im Spezialfall senkrechten Einfalls 2 = a setzt. 


Die implizite Voraussetzung der Transformation (34) kommt bei Geftcken darin 
zum Ausdruck, daß die von ihm benützten Bedingungen a.a.0,°) Gl. „(6 und (6) ja 
nicht eindeutig zu seinem Ansatz (8) führen. Man könnte im Nenner dieses Ansatzes 
statt n, (hier mit n, bezeichnet) eine beliebige Funktion einsetzen, die nur die Bedin- 
gungen erfüllen müßte, an der Eintrittstelle mit dem Brechungsindex übereinzustimmen 
und an der Austrittstelle von Null verschieden zu sein. Setzt man z. B. im Nenner von 
8.2.0.9) GI. (8) des konstanten n, den ortsabhängigen n 
erhält man aus a.a. 0.) Gl. (11) die obige Gl. (33) für den Spezialfall senkrechten 


Um für schiefen Einfall die Geffckensche Differentialgleichung zu be- 
kommen, wird man in (33’) setzen . 
I. im Polarisationsfall „elektrischer Vektor senkrecht zur Einfallsebene“ 


b m 


a m 
-®) W.Geffcken, Ann. Physik (5) 40 (1941) 385. 
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alten: 
1—p,) II. im Polarisationsfall ,,magnetischer Vektor senkrecht zur Einfallsebene‘‘ 
= Mm b m 
a m m, 
und erhält 
(31) 1. Rey = + Rg—2im, Re 
m, 
(268) m, (n* m? 
allein = (7) + 2im R, —2i 
(32) Im Falle senkrechter Inzidenz gehen beide Gleichungen ineinander und in a.a.0.?) 
-Gl.(12) über. Der Vorteil dieser Differentialgleichungen gegenüber (33) ist, 
vereinfachte und teilweise konstante Koeffizienten zu besitzen. Bei der Integra- 
tion führen die Gln. (33) ı und ( 33”) aber schon in erster Näherung, d.h. unter 
ktion Vernachlässigung der in R bzw. Re quadratischen Glieder, auf dieselben Nähe- 
rungsausdrücke, da sich das Integral [ydz ausführen läßt. 
d) Näherungslösung jür langsam veränderlichen Brechungsindex 
(33) 


Ist V klein, so kann man in erster Näherung das quadratische Glied in (21) 
vernachlässigen und erhält unter der Voraussetzung, daß V (z) am Schicht- 
ende z, verschwindet, analog zu dem Verfahren von Geffcken 


(34) Ä 
2% —2i 2if mdz 
Ve)z—/[ye dz. 35 
(21) J (35) 
chie- Diese Näherungsformel kann man noch so umgestalten, daß sie trotz der 
Blich ursprünglichen Voraussetzung ,,V klein“ sogar für kleine Schichtdicke z,—z,-> 0 
welll das richtige Ergebnis, nämlich die Fresnelschen Formeln, liefert. Dazu zieht 
man, über die beiden Werte an den Schichtenden mittelnd, einen Teil des Inte- 
granden vor das Integral und bekommt für den Polarisationsfall I bzw. II: 
33’ 
1 —2ifmde 
I: V (4) &— | me dz. 
sei warde y durch _ 
P e urde y = jn urch m, + m, ersetzt, 
6) ja 2 
edin- + ms mi 
men 
von =) 
)» “ Hierbei wurde y = = durch 52 ersetzt. 
m 
be- Aus diesen Formeln kann man das Reflexionsvermögen o = VV* und die 
3 Phase tg = i (V*— V)/(V* + V) berechnen. Ein Nachteil solcher Näherungs- 
ene ausdrücke, die das quadratische Glied vernachlässigen, ist die Unsymmetrie von o 


in den Indizes 1 und 2. Die exakte Formel für o ist darin symmetrisch in Er- 
füllung des Helmholtzschen Umkehrsatzes. Man muß im allgemeinen, um 
die Vertauschbarkeit der Indizes 1 und 2 auch in den Näherungsausdrücken zu 
bekommen, im Laufe der Rechnung weitere Mittelungen vornehmen. A 


Ann. Physik. 6. Folge, Bd. 1 9 


: 
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§ 3. Die Methode von Gans (W. K. B.-Methode) 


Die Ganssche Methode”), die in I ausführlich) auf das vorliegende Problem 
angewandt wurde, kombiniert Differentiationen mit Integrationen. Sie ergibt 
einen Ausdruck fiir das Reflexionsvermégen, der neben den Ableitungen deg 
Brechungsindex an den Schichtgrenzen auch Integrale enthält, welche im wesent- 
lichen dem Lichtweg entsprechen. Sie ist eine konsequente Näherung für langsam 
veränderlichen Brechungsindex, d.h. sie gilt, solange das Zusatzglied (5’) 


| n’’ 3 

ist, und hat den Vorteil, für das Reflexionsvermögen in jeder Näherungsstufe 
symmetrische Ausdriicke zu liefern. Ihr Nachteil ist, daB sie nur dann anwendbar 
ist, wenn Grenzbedingungen im Endlichen vorliegen, d.h. wenn Stellen vor- 
handen sind, an denen der Brechungsindex oder eine seiner Ableitungen beliebig 
hoher Ordnung springen. Im Hinblick auf die funktionentheoretische Methode 
($1) kann man sie folgendermaßen charakterisieren: Im Innern der Schicht, 
d.h. dort, wo keiner der Sprünge auftritt, wird nach Gans die DK durch einen 
solchen Verlauf angenähert, welcher bei analytischer Fortsetzung über die Schicht- 
grenzen hinaus nach z = + cound z=—oo keine Reflexion ergeben würde, 
. Diese Erscheinung führte Gans zu der Aussage, daß in einem inhomogenen 
Medium keine,partielle Reflexion stattfinde; diese Aussage gilt aber nur im Rahmen 
seiner Näherungsmethode. In Wirklichkeit ist die Methode ungeeignet zur Ent- 
scheidung über die Frage der partiellen Reflexion einer inhomogenen Schicht 
mit glattem Verlauf der DK. Das Beispiel von Epstein — Gl. (1) — zeigt, daß 
im Allgemeinfall partielle Reflexion stattfindet. 

Der Unterschied im Reflexionsvermögen 'einer glatten Schicht und einer 
solchen, die aus ihr durch Abschneiden im Endlichen und Ansetzen homogener/ 
Schichten mit dem Grenzwert-DK der glatten Schicht im Unendlichen hervor- 
geht, wird desto bedeutungsloser, je weiter die Abschneidestellen ms Unendliche 3 
hinausgeschoben werden. Der grundsätzliche Unterschied der anzuwendenden 
Methoden ($1 und § 3) bleibt davon unberührt. 


Nebenbei sei bemerkt, daß der Gansschen Methode dagegen Beispiele wie das 
a.a.0.°) 8. 391 behandelte mit dem Brechungsindex 


n, für z<0 


n(2) = 008 für 0<z<d 


n, für z>d 


zugänglich sind, wo an den Schichtgrenzen die zweite und die geraden höheren Ab- 
leitungen des Brechungsindex springen. Gl. (I =” a.a. 0.5) ergibt für das Reflexions- 
vermögen (A, = Vakuumwellenlänge) 


e= +n3+ 2 nt ni cos m + 


nd n° 


Der Gültigkeitsbereich dieser Näherung ist: Schichtdicke.d > A, "a. 
2 


10) R.Gans, Ann. Physik (4) 47 (1915) 709. 


nü 
4 
Da 
> ° 
a un 
A 
F 
+ 
ein 
A- 
Di 
3 : die 
diz 
sc 
a en 
Er: 
= ka 
bei 
Lö 
a Tei 
un 
z= 
2 
En 
die 
Pr 
3 3. 


sstufe 
idbar 

vor- 
liebig 
thode 
nicht, 
einen 
ıicht- 
iirde.’ 
zenen 
hmen 

Ent- 
hicht 
, daß 


einer 


gener/ 


rvor- 


lliche ° 


nden 


e das 


Kofink : Reflexion elektromagnetischer Wellen an einer inhomogenen Schicht 131 


§ 4. Eine Differentiationsmethode nach Brodetsky ") 


Die exakte Formel (I 14) für das Reflexionsvermögen kann man unter Be- 
nützung der Abkürzung (15) nach einfacher Umrechnung für den Polarisations- 
fall „elektrischer Vektor senkrecht zur eae tell in der Form schreiben — 


P—2mimu 
(36) 


Dabei bedeuten 

P = mi mi, U? + mi U2, + mi, U}, + U} (37) 
und Yı = 4 {F. (2) F_. (2) —F Fs. (z:)} 
U,=4 {Fi (2) (z,)} 

Uy, = (2,) F_ (2) — F* (2) (2) } 

= (25) — (2) (m)}. 


A ist als Wronskische Determinante der zwei linear unabhängigen Lösungen 


(38) 


F, und F_ der Schwingungsgleichung 


+ m*(z)F=0 (39) 
eine Konstante 
A=A=F; (2,)F_(%))—F_ (a) (4) =4.=F (22) F—(%2) F + (2). (40) 


Die Indizes I und II bezeichnen m in den beiden homogenen Medien, in welehe 
die inhomogene Schicht eingebettet ist. An den Grenzen der inhomogenen Schicht 
— dem Schichtinnern zugewandt — bezeichnen die analogen Größen die In- 
dizes 1 und 2. Im allgemeinsten Fall sei also m; von m, und m}; von m, ver- 
schieden, d. h. es sind auch Sprünge des Brechungsindex selbst an den Schicht- 
enden erlaubt. 

Sind also zwei linear unabhängige Lösungen der Schwingungsgleichung be- 
kannt, so ergeben die Formeln (36) bis (40) das Reflexionsvermögen. Aber die 
besondere Form der Ausdrücke (38) ermöglicht es, sie auch ohne Kenntnis der 
Lösungen F, und F_ zu berechnen. U,, U,,, U;,, U, werden dabei zu Potenz- 
reihen der Schichtdicke d mit Koeffizienten, welche die Brechungsindizes n,, N, 
und deren Ableitungen n\ ny usw. an den Schichtgrenzen z= 2, und 
z= 2, enthalten. Um dieses Vorhaben auszuführen, ersetzt man in den U die 
z, durch z, die z, durch z + und definiert die Funktionen von z und Z 


A(z, 0) =A>{ Fy 0) F_@)—F_(+ 
B(z, FY, (2) F_ (2+ (@) Fy 


Entwickelt man diese Funktionen in Potenzreihen nach ¢ 
co co 
A (2,0) = Fa, (2) — und C)= 5, (2) (42) 
K=o k! k=o ki 


und beseitigt unter fortlaufender Anwendung der Schwingungsgleichung (39) 
die zweiten und höheren Ableitungen der F, nach z, so erhält man für die Koeffi- 
zienten a, und 6, die Rekursionsformeln 


d db 
= = m? (z) a, (43) 


(41) 


E. Kane: Differentialgleichungen I, 8.119, Fußnote. — S.Brodetsky, 
Proc. Edinb. Math. Soc. 84 (1916) -45. 


4 

»blem 

rgibt 
n deg 

gsam / 

ı Ab- 

3 

: 

F 

$. 

! 


132 Annalen der Physik. 6. Folge. Band 1. 1947 
‘ 
mit den Anfangsgliedern a, = 0, a, = 1; 1, b, = 0. Die Funktionen A 
und B haben nach Brodetsky viele dem sin und cos analoge, Eigenschaften. 
Die Ausdrücke (38) kann man je in doppelter Form durch die Funktionen A 


- und B darstellen, indem man erstens z = z,, € = d und zweitens z = z,, €=—d 
setzt: | 
U, =A, =A (%,d)=—A —d) =— A, 
oA cA 
Uy, = %,d) = B(%,—d) = B, 


(44) 
Un, = B(4,d) = (22, — d)= — 


Damit läßt sich (37) dem Helmholtzschen Umkehrsatz entsprechend symme- 
trisch in den Indizes I, II bzw. 1, 2 ausdrücken: 


P=miB; + min By mj, A, As = (45) 
Für den Sonderfall, daß der Brechungsindex an den Schichtgrenzen stetig in die 
homogenen Schichten übergeht, d.h. also m; = m,, Mır = m, ist, kann man Gl. (37) 


noch vereinfachen. Aus den Potenzreihen (42) zusammen mit den Rekursionsformeln (43) 
für ihre Koeffizienten ersieht man nämlich, daß zwischen den Ableitungen nach z und { 


folgender besteht ( == =<) - 


Ferner ergibt sich aus (41) für die zweiten Ableitungen nach ¢ 
und B. (47) | 
Mit (46) und (47) zusammen wird dann aus P \ 


2 2 2 

P= mimi At + mi (DY + mi BE + (Zt) = mi + mi + — Vis Ui (9) 

und das Reflexionsvermögen erhält die Form 
(m, — m)? + Ui Ui — Ui, Ui, 

+ + — Un Un | 
Eine Schwierigkeit dieser reinen Differentiationsmethode besteht darin, daß 
in den Ableitungen n’, n’’ usw. implizit im allgemeinen noch die Schichtdicke d 
enthalten ist, so daß die Entwicklungen der Ausdrücke U nach d erst dann echte 
Potenzreihen nach d werden, wenn man die Ableitungen rückwärts wieder durch 
den Brechungsindex an den Schichtgrenzen ersetzt und die Reihen nach d um- 
ordnet. Ferner ergeben sich aus den Relationen (44) noch andere Möglichkeiten 
der Symmetrierung für P als die hier angeschriebene Gl. (45) und eine eingehende 
Untersuchung der Symmetriebeziehungen (44) mag zu einer eleganteren Dar- 
stellung von P führen. 


Frankfurta.M., Physik. Institut der Universität. 


(Bei der-Redaktion eingegangen am 13. Oktober 1943.) 
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Zur Diracschen Theorie des Elektrons 


V. Uber die Paulische Matrix B 
Von W. Kofink 


Inhaltsiibersicht 


Die Paulische Matrix B, deren physikalische Bedeutung bei der Unter- 
suchung!) der Folgen der Realität der elektromagnetischen Potentiale für die 
Diracsche Theorie des Elektrons hervortritt, wird explizit angegeben. Sie ist 
das Produkt der zwei schiefen Matrizen unter den 5 antikommutativen, linear 
unabhängigen Diracschen Matrizen, wenn deren Wahl unter schiefen und symme- 
trischen getroffen wird; es gibt immer zwei schiefe und drei symmetrische solcher 
Matrizen. 


x 


1. Von den 5 linear unabhängigen, vierreihigen Matrizen der Diracschen 
Theorie des Elektrons, welche die Gleichungen 


ot ar=1,...5 (1) 

(2) 
befriedigen, miissen 3 symmetrisch und 2 schief sein, wenn nur symmetrische 
und schiefe Matrizen in Betracht gezogen werden. 


Beweis: Gleichung (2) verfügt über die Symmetrieverhiltnisse der fünften 
Matrix, wenn sie für die vier übrigen vorgegeben werden. Man kann also ver- 
suchsweise höchstens die Symmetrieverhältnisse von 4 Matrizen willkürlich vor- 
geben. Dabei erhält man drei Auswahlen a, b, c, die mit Gl. (2) verträglich sind: 

a) 5 symmetrische, 0 schiefe Matrizen, 

b) 3 symmetrische, 2 schiefe Matrizen, 


c) 1 symmetrische, 4 schiefe Matrizen. 


1) W. Pauli, Ann. Physik (5) 18 (1933) 354; Pieter Zeeman-V erhandelingen 1935, 
Po s. a. W: Kofink, Änn. Physik (5) 30 (1937) 91; 88 (1940) 426, 583; in den Teilen 
vis IV, 


ö 
‘ 

| 

| 
. 
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Zu a). Vier Matrizen y!, y*, y*, seien symmetrisch = Ya = Yg...). Daraus 
folgt die Symmetrie auch der fünften: = (y172 = yyy = yl = 
unter Benützung von (1). ~~ bedeutet Vertauschen von Zeilen und Spalten. 


2, = =—y*). Dann folgt, daß die fünfte schief ist: = 


a Zwei Matrizen y', y* seien symmetrisch, zwei Matrizen y*, y* seien schief (yp = yl, 
Dann folgt, daß die fünfte Matrix symmetrisch ist: 


Zu c). x) Eine Matrix y! sei symmetrisch, drei Matrizen y?, y*, y* seien schief. Dann ‘ 
folgt, daß die fünfte schief ist: = y4 yy? y! = —y4 78 y2 yl 


ß) Vier Matrizen y', y?, y3, y* seien schief. Dann folgt, daß die fünfte symmetrisch 


ist: Y= = = 


Beim Aufbau des vollen Matrixrings der 16 vierreihigen Matrizen, welcher ° 
außer den 5 y“ noch die Einheitsmatrix und die 10 Produkte y“ 7 (u,v»=1,...5) 
enthält, ergeben die 3 Auswahlen a, b, c neben der Einheitsmatrix für diese 
10 Produkte 


a) 10 schiefe Matrizen, 
- b) 4 schiefe und 6 symmetrische Matrizen, 


c) 6 schiefe und 4 symmetrische Matrizen. 


Zu a). ya (u—=1,...5) seien symmetrisch. Dann werden alle Zweierprodukte } 
schief: (ya yr) = yr ya = —yuyr unter Benutzting von (1). +». 


Zu b). Drei Matrizen, z. B. y', y*, y? seien symmetrisch, zwei ‘schief (y*, y°). Die 
Produkte antikommutativer Matrizen gleicher Symmetrie sind schief, die Produkte ver- 
schiedener Symmetrie sind symmetrisch: 


ye=ye und y=y 

(yey ye = — ya und yr = — 

(ya y’) =yye=— yr ye = sig “a 
ye fiir { y# und = 

= und yr 


— ye yr für | 


Es gibt bei der obigen Auswahl 4 Produkte gleicher Symmetrie (y! y?, y? y*, 73 1, 49) ° 
und 6 Produkte verschiedener Symmetrie (y! y? y4, y4, y5, y? y5, 5). 


’ Zu ec). Eine Matrix sei symmetrisch, 4 seien schief. Dann gibt es 6 Produkte gleicher, 
4 Produkte verschiedener Symmetrie. « 


Den ganzen Matrixring wiirden demnach, die symmetrische Einheitsmatrix 
eingerechnet, bei a) und ce) 6 symmetrische und 10 schiefe Matrizen, bei -b) 10 sym- 
metrische und 6 schiefe Matrizen bilden. 


Als 
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Da es jedoch nur 6 linear unabhängige schiefe und 10 linear unabhängige, 
symmetrische vierreihige Matrizen gibt, so sind die Fälle a) und c) auszuschließen. 
Also ist allein der Fall b) realisierbar, d.h. von den 5 Matrizen y!,y?...,y> 
sind drei symmetrisch, zwei’schief, sobald ihre Auswahl aus lauter symmetrischen 
und schiefen Matrizen erfolgt. 


2. Die von Pauli!) in die Diracsche Theorie des Elektrons eingeführte schiefe - 
Matrix B, welche als Transformationsmatrix Zeilen und Spalten der y" ver- 
tauscht 


By | (3) 
ist das Produkt der beiden schiefen Matrizen y*, y’ unter den fümf y“-Matrizen 
— zur einfachen Normierung (B-! = B, B-! B = 1) mit i multipliziert — 


B = mit 


wenn die y” aus lauter symmetrischen oder schiefen Matrizen ausgewählt werden. 
Beweis: B ist als Produkt zweier antikommutativer Matrizen gleicher Symmetrie 
schief: 
B = i (yay?) iy? ya = —iyayb ——B. 


Es erfüllt die Gleichungen (3). Gehört nämlich y" zu den drei symmetrischen Matrizen ys, 


so wird 


ys = tye yb iy yb y 4 = ys 
in der Tat symmetrisch; gehört es zu den schiefen, so wird 


‘ ‘ ‘ 


yu i yd iyayb — — yb 


in der Tat schief. 
3. a) Die speziellen Dirac-Matrizen a, welche z.B. bei H. A. Bethe?) 


oder bei E. L: Hill und R. Landshoff*) zu finden sind, besitzen bestimmte 
Symmetrie: «1, x3, x* sind symmetrisch, x? und a5 schief. Demnach ist die Matrix 


B= iatalat = ql, (5) 
_b) Die speziellen Dirac-Matrizen y, die aus den x durch die Substitution 


y=at, = intat k=1,2,3 


*) H. A. Bethe, Handbuch der Physik XXIV, 2. Aufl., S. 301. 
®) E.L.Hill u. R. Landshoff, Rev. mod. Physics 10 (1938) 101. 
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hervorgehen, besitzen ebenfalls bestimmte Symmetrie: y?, y*, y® sind symme- 
trisch, y! und y? sind schief. Die Matrix B lautet also 


(6) 
4. Gehen aus diesen speziellen y“ durch Ähnlichkeitstransformation allgemei- 


nere, antikommutative Matrizen &“ hervor 


S71 y" S, 
so gilt!) 
= (871 y" S) S y" By" Bo =SBSS-! y" Bo S- 1 
B S er 5-1 = B' et 
mit 
B = § B S = 8 ylaı S. (7) 
B' ist, wie es sein muß, schief: (SBS)=SBS=—- SBS=-—#. 


Unter Voraussetzung der Kenntnis von S ist damit die Matrix B auch in einem 
allgemeineren Matrizensystem bekannt. 


Frankfurt a.M., Physikal. Institut der Universität. 


(Bei der Redaktion eingegangen am 16.- 2. 1945.) 
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